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1202 EKHAR ERE ik MB (Fibonacci) 4E (hE SHE 
C(HESIPAREH A: RMATHS.-FRTUSARS 
MRF? 于 是 ,引出 下 面 的 整数 序列 ， 

Fob, Fil, Fa Fna t Fono. (15 
BUS A TE EB CO Bey ie SE ig AB Be F LIMePLISE I E X2 
RX. 
19 世纪 ,法 国 数学 家 卢 卡 斯 (Lucas) 研 究 了 整数 序列 
L= 2, L= 14da = lari thane, (2) 
A tdg 62 e) e Mr HALE 
.更 一 般 的 , 设 28 RR 次 方程 
qe PsdQ-9 + 
的 二 个 根 ， EHE EN p. OREP, Q= IKBB P. QER), 出 此 ,可 
产生 整数 序列 
aue E ZZE eco, - . (3) 


v, a + Fond, (4) 
通常 ,我 们 又 把 (3? 利 (47 统称 为 卢 卡 斯 序列 . 如 果 取 卫 一 1,Q 一 
= 1,8] am EE E ge 15 Y. gest egi coy im ao La dU 
5j Off 25. 
BUSUK IIMA ENEA VE de ER CIE BUR ER 
E HE SAYS J. REOR -SEUERERURCR LI HO AAT ie 


波 那 契 数 的 性 质 可 以 证 明 :用 欧 几 里 得 绝 转 相 除 法 求 二 个 正 整数 
一 一 i — 


m Ai s Ga ZO E] REALES Bt CELER PRIX CPGE SE 8 的 位 数 的 5 
倍 ,. 靠 等 . 正 央 为 如 此 .这些 序列 引起 了 众多 数学 家 各 数学 爱好 者 
AS PR IEE Se aa, 国际 上 ,这 方面 的 研究 和 探讨 十 分 活跃 .在 荧 国 ;出 版 
JT 201 WA: 4 Fibonacci Quarteriy), 出 刊物 于 1963 年 创刊 ,已 出 
31 35. 从 1984 年 起 ,又 每 隅 二 年 召开 -- 次 辈 波 那 契 数 及 其 应 用 的 
SE] bpm International Conference on Fibonacci Numbers and Their 
Applications).  ^- C382) SRE E | TRA eH ITA MS LHe 
者 前 往 参 加 . l 

30 车 前 , 柯 召 先生 和 我 . 曾 证 明 Fibonacci PARUE 1 和 
1445 令 人 高 兴 的 是 . 近 几 年 来 ,有 一 些 年 轻 同 志 在 这 方面 的 研究 工 
EPRE TENAR. 但 总 的 来 说 ,国内 的 研究 成 果 不 多 , 至 于 
这 方 重 的 著作 .国内 所 见 更 少 .在 我 的 印象 中 ,最 早 的 一 种 , 那 是 在 
954 年 .中 国家 年 出 版 社 出 这 一 本 由 高 彻 翻 译 的 小 册子 :发 斐 波 那 
BROOCH RES). 鉴于 此 .本 书 的 出 版 ,就 显 湾 十 分 必要 了 了. 
作为 一 本 专门 介绍 非 波 那 架 序列 和 卢 卡 斯 序列 的 著作 ,本 书 内 容 
全 面 .系统 , 丰 官 .并 有 一 定 深 度 , 除 了 讲述 序 别 的 想 率 性 质 和 定理 
外 ,还 介绍 了 许多 近代 研究 成 果 , 特 靳 是 介绍 了 序列 在 让 性 判定 和 
不 定 方程 中 的 应 用 . 可 以 看 出 .作者 为 此 付出 了 太 量 艰辛 的 劳动 . 
我 相信 ,这 本 书 的 出 版 .将 有 助 于 激发 广大 读 着 峙 数 举 的 兴趣 ,对 
于 有 关 专 业 的 大 学 生 和 研究 生 ,以 及 从 事 数 论 . 组 台数 学 .最 优 设 
计 , 计 算 机 科学 等 方面 教学 与 科研 工作 的 读者 ;也 会 有 所 帮助 和 启 
idi. 
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常 系数 钱 性 齐 次 递归 序列 ,在 组 食 学 中 是 作为 一 种 组 合计 数 
的 工具 被 研究 的 , 然而 , 它 的 许多 美妙 的 数论 性 质 早 已 引起 人 和 们 的 
注意 .在 许多 场合 ‘特别 是 在 作为 数论 研究 对 象 的 场合 ) ,这 种 序列 
Ti Sp SE BEER 2 wx T RE SEX R SE sie [A CRUZ UH PCT 
1202 SE CK RC 3 SE DEI S (Leonard Fibonacci) Br E 69 A BRAY 
“SF [9 RAI mE 19 世纪 ,法 国 数学 家 卢 卡 斯 (Edouard Lucas) $ 
统 拒 研究 了 两 类 整数 疗 列 的 数论 性 质 , 它 们 属于 二 阶 党 系数 线 必 
齐 次 递归 序列 ,进入 本 世纪 俯 来 ,特别 是 60 年 代 届 来, 人们 对 这 种 
序列 的 兴趣 迅速 增长 , 册 至 这 种 序列 已 逐步 形成 数论 中 的 一 信者 
题 , 随 闭 研究 工作 的 进展 , 张 流 那 契 秋 点 卡 斯 的 名 字 志 遂 步 与 高 阶 
By BR EXC ERE ILES SUBE LT H9. SEP EXSERDI S ER HS BEER 
各 种 常 系 数 编 性 齐 次 递归 序列 为 斐 波 那 部 一 上 启 卡 斯 康 列 ， 简称 
F—L 序列 , 称 序 列 中 每 一 项 为 一 个 下 一 L 数 . 

F—L Fee} HE, KARR Ee HIS LAT 
要 和 作用, SR, FL FPL BS THAT HE RE, 
代数 ,组 合 与 图 论 ,计算 机 科学 ,微分 ,差分 方程 ,数值 分 析 ; 返 筹 
党 ,概率 统计 , 示 数 论 , 几 何 学 ,等 等 . 此 让 ,在 坐 物 学 .物理 学 ,化学 
以 及 电力 工程 等 方面 ,fF 一 L 数 也 有 许多 用 途 . 这 里 特别 指出 ,把 数 
论 的 角度 对 下 一 L REG SESE ERE BE ULL SX DERE AR ur E. 
FoR OA ET (Lehmer 2m lm F—L $& 44 h T MESE (Mersenne? 
数 2^ —1 RAY TES. F—L 数 的 一 些 性 质 被 用 于 大 整数 分 解 和 
求解 认定 方程 .对 下 一 上 MR, RT RHR EE 
的 求解 问题 . 1970 F (PURA: SC HUE SERERE C Mattijasevic) iE 
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用 斐 波 那 契 数 的 整除 性 成 功 地 解决 了 著名 的 希 尔 伯 特 (Hilbert7 第 
二 问题. 数 的 FE 一 L 表示 为 F 一 L 数 的 应 用 进一步 开辟 了 途径 , 近 
些 年 来 ,对 F 一 L 的 素数 的 研究 成 了 计算 数论 中 一 个 非常 活跃 的 
课题 ,这 在 素性 检验 和 现代 密码 学 等 方面 均 有 其 应 用 . 

国际 上 对 于 F—L 序列 的 研究 正方 兴 未 艾 , 研 究 工作 者 的 队 
伍 趣 来 越 大 ,发 表 论 文 的 数量 逐年 增多 ,问题 的 深度 和 难度 亦 日 新 
AR. 有 两 件 大 事 特 别 引 人 注目 ,一 件 是 1963 年 ,Hoggatt 和 他 的 
同行 们 在 美国 创立 了 辈 波 那 净 协会 并 开始 出 版 非 波 那 契 季刊 (Fz- 
bonacci Quarterly). 另 一 件 是 自 1984 年 以 来 召开 了 五 次 旨 波 那 契 
数 及 其 应 用 的 国际 会 议 并 出 版 了 论文 集 , NARS MERTA 
学 者 们 对 研究 F—L 序列 这 一 课题 的 极 大 热情 , 叉 促 进 了 对 这 一 
课题 研究 范围 的 扩大 和 研究 工作 的 深入 、 . 

ERE PRAEMIA AEI FL 序列 的 研究 做 过 出 色 
的 工作 , 徐 利 治 先生 的 研究 工作 中 也 涉 友 过 F 一 L 序列 .近年 来 ， 
对 下 一 L 序列 感 兴 赵 的 人 越 来 越 多 ,关于 FL 序列 的 研究 论文 和 
普及 读物 也 常见 于 各 种 层次 的 书刊 . 但 作者 试 为 ,总 的 说 来 我 国 对 
F 一 -工序 列 的 研究 还 碌 不 上 国标 上 荡 勃 发 展 的 形势 . 

”作者 多 年 来 对 FL 序列 的 研究 颇 感 兴趣 . 我 们 不 仅 十 分 关 
注 国 际 上 研究 工作 的 进展, 并 且 对 其 中 着 干 问题 的 研究 水 有 所 得 ， 
目前 国内 这 方面 的 参考 资料 很 少 ,一 些 对 FL 序列 感 兴趣 者 不 
TAXE F 一 L 序列 研究 的 主要 内 容 和 进展 情 阅 ,研究 工作 存在 一 
se REE TORS. EERSTE EHET A FL 序列 感 兴 
趣 者 和 有 志 于 上 一 L 序列 的 研究 者 提供 一 本 专著 的 想法 .这 就 是 
ACB AN BAR. 我 们 试图 在 本 书 中 全 面 系统 地 介绍 对 EL 序列 研 
党 的 主要 课题 ,概括 国内 外 的 新 近 成 果 , 其 中 也 包括 我 们 自己 的 成 
果 , 并 反映 国际 上 的 研究 为 态 . 我 们 希望 这 样 能 对 我 国 在 Ff 一 L 序 
列 的 研究 方面 有 有 所 促进 . 

.下 面谈 谈 本 书 的 结构 与 主要 内 容 . 在 第 一 章 我 们 建立 了 F—L 
序列 的 务 种 表示 法 ,其 中 宏 值 数 环 是 我 们 试 引 入 的 新 概念 , 炬 阵 表 
示 法 过 去 已 出 现 ,但 尚 不 够 成 熟 , 我 他 进行 了 一 些 完善 和 深化 工 
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作 . BERRES RIIA FL 序列 担 供 了 有 效 的 工具 ,同时 也 
使 我 们 对 一 些 传统 内 容 能 够 进行 简单 处 理 或 者 作出 推广 . 在 第 二 
章 , 我 们 新 建立 了 高 阶 F 一 L 序列 一 系列 恒等式 . 对 于 二 阶 F—L 
序列 ,我 们 较 全 面 地 总 结 或 推广 了 已 有 的 便 等 式 ,新 建立 了 若干 种 
等 式 . 在 建立 但 等 式 的 这 程 中 ,体现 了 不 同 于 以 往 的 一 些 较为 简便 
的 方法 - 前 两 章 可 以 说 主要 是 提供 研究 工具 . 从 第 三 章 到 第 六 章 则 
主要 是 研究 FL 数 的 数论 性 质 . 第 云 章 研究 同 余 性 质 和 模 周 其 
性 ,第 四 章 研究 整 除 性 ,这 些 是 最 基本 的 数论 性 质 ,所 以 这 两 章 又 
是 第 五 .六 两 章 的 基础 . 在 研究 模 周 期 性 和 整除 性 时 ,我 们 把 二 阶 
F—L 序列 的 模 m 约束 周期 和 整数 m. 在 二 阶 F 一 L 序列 中 的 出 现 
秩 这 两 个 概念 推广 到 了 高 阶 情形 ,并 得 出 了 一 些 相应 的 结果 , 我 们 
介绍 了 用 特征 根 , 短 阵 .特征 多 珊 式 研究 同 会 性 及 模 周 期 性 的 各 各 
方法 和 主 村 结果， 还 介绍 了 与 整除 性 相关 的 内 容 , 即 FL 数 的 本 
RAF., 可 除 性 序列 和 强 可 除 性 序列 ,Lebmer JEDI Be REX 
定 中 的 应 用 等 .第 五 章 介绍 了 备 种 F-rL RR e T 
E5 与 分 布 问题 以 及 它们 在 家 性 检验 中 的 应 用 。 SEB ROE 
是 当前 正在 深入 研究 和 不 断 向 前 发 展 的 课题 . 在 第 六 章 我 们 研究 
T. F—L 席 列 的 单 值 性 , 私 类 分 布 所 任意 值 分 布 ,两 序列 的 公共 
值 ,对 横 的 剩余 分 布 等 问题 , 特 草 对 于 对 模 舶 一 致 分 布 作 了 较 详 尽 
地 讨论 ,第 七 章 主要 介绍 F--L 序列 在 不 定 方 程 中 的 实用 ,同时 也 
涉及 到 研究 泵 定 方程 中 常用 的 一 些 方法 . 本 章 从 阐述 一 L 序列 
与 不 守 方 程 的 关系 和 人手， 然后 介绍 了 几 种 初等 方法 ,简要 介绍 了 入 
一 adic 方法 , 超 几 何 级 数 方法 和 Baker 有 效 方法 ,介绍 了 对 一 些 典 
型 不 定 方 程 研究 的 主要 结果 :第 八 章 介绍 了 一. 歼 在 数 的 表示 
中 的 应 用 ,同时 介绍 了 F 一 L 整数 的 会 入 函数 表示 以 及 Stolarsky 
MEE. 这 些 内 宣 , 与 实际 应 用 有 较 紧密 的 联系 . 从 逻辑 顺序 看 ,前 四 
章 有 先后 依赖 关系 ,后 四 章 则 基本 上 是 相互 独立 的 . 0 

我 们 手写 本 书 时 的 立足 点 是 ,假定 读者 已 具备 相当 的 分 析 、 代 
数 和 数论 知识 及 初步 的 组 台 论 知识 . 在 此 条 件 下 ,为 方便 读者 ,本 
书 尽量 做 到 自我 封闭 . 除了 显然 的 RAR MARES SHS 
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AHAURI RET Pb Ap S| Be BUS E HR T VE 
8]. 有 些 涉 发 知识 面 过 多 或 证 明 过 程 过 长 的 定理 ,我 们 就 只 介绍 其 
结果 ,而 不 作 正式 定理 列 出 ， 
F—L 序列 所 涉及 的 面 很 广 ,有 些 内 容 也 很 深 . 由 于 篇 幅 所 限 、 
我 们 在 选材 时 不 得 不 有 所 避 会 . 比如 ,关于 FL 数 的 数 型 , 虽 在 
第 七 章 中 有 所 涉及 ,但 还 有 大 后 丰富 的 内 容 不 可 能 详细 讨论 汉 . 对 
于 FL 序列 的 各 种 推广 ( 非 齐 次 序列 ,多 元 序列 , 带 实数 下 标 或 
矩阵 下 标的 序列 ,各 种 F 一 L 多 项 式 等 等 ) 则 不 能 涉及 . 关于 FF 一 L 
序列 的 应 用 ,除了 第 七 \ 八 章 的 专门 内 符 以 及 靠 揪 在 前 面相 关 章 节 
的 内 容 外 ,还 有 许多 很 有 价值 的 内 容 也 只 1 好 割爱 .但 是 ,对 于 FL 
序列 最 主要 的 内 容 我 们 都 基本 上 涉及 到 了 . 
值得 多 出 的 是 ， AE AA LOR LWA BAS T Bt 
mL ae ER. EAERI A LTT SER 
TEE FATS- 意 样 稿 并 参与 了 其 中 第 一 、 二 闻 的 修改 工作 
BSORMCT HE Ae brde E Rp ED RE He BS CET E , 伪 挤 
时 间 党 成 了 第 七 章 第 一 至 二 各 的 书稿 . 另 一 位 扎 稿 人 是 索 平 之 , 完 
成 了 第 七 章 第 苦 至 七 节 纠 稿 , 其 中 有 些 内 容 是 他 本 入 的 成 果 . RF 
ZG SRB ETT T BE NÉE. 提出 了 一 些 宝贵 意见 .所 以 ， 
肖 、 案 商 位 对 本 书 的 出 版 贡献 都 急 银 大 的 - Us 
TERDEE E RRO ROL LES ues 
ESAE e TR EO OE DUREE DUARTE, X308 
全 了 许多 有 利 条 件 另外 ,我 还 要 感谢 周 敢 和 谭 莉 热心 而 又 有 益 的 
B. 
ORUPIIBEPHEHLSOEBR D AURITIURN AE AL 
HRT ARH. 
PRET OME KEAR, BRM Z MENORES. Ew 
AS MEER HIE. 
周 持 中 
19934E 12 月 
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第 一 章 BEL 序列 


本 章 我 们 首先 给 出 广泛 意 文 下 的 一 工 序列 的 概念 ,建立 F 一 
L 序列 的 几 种 表示 涛 ,由 特征 根 表 示 法 ,特征 多 项 式 表 示 法 、 和 矩阵 
FRE A Dh BR tk. 在 特征 根 表 示 法 中 ,我 们 试 引 入 了 多 值 数 
环 的 概念 ,这 是 我 们 新 近 建 立 的 一 种 研究 一 L 序列 的 方法 . 然后 
我 们 介绍 关于 下 一 L 序列 的 两 个 基本 问题 , 即 通 项 与 求 和 公式 问 
题 及 周期 性 问题 . 本 章 所 讨论 的 内 容 是 进一步 研究 F 一 L 序列 的 . 
基础 . 


§ 1.1 F-—L 序列 空间 


1.1.1 F—L 序列 空间 
由 常 系数 和 齐 忱 线性 递归 关系 
Hata = ta .1.1) 
各 初始 条 件 
We = Corti == Cpa ye = Fel (1.1.2) 
确定 的 序列 : 
WW Concise = iuda = tte Cosco ee te 1.1.3) 
其 中 的 Ep s Co e 77€) 1 在 数 域 F HRC. ARE F 上 的 k Br 
韭 波 那 扫 一 卢 卡 斯 序列 ,简称 阶 F 一 LL 序列 .序列 中 的 每 一 项 称 
为 一 个 下 一 LL &. - 
ER :(1.1. DPR u SURE SERIE e 表 序 列 的 
98 n scort ye 2 Pes FP PLAY 20 RR s $E EZ) IE. 
我 们 还 指出 "这 里 虽然 是 在 数 域 之 中 研究 FL 序列 ,但 所 用 
l- 


B) 2r SE BEAR SERE ER T SNE Re ETE DR A A ee, 
是 适用 的 ,因而 对 一 艇 域 也 是 通用 的 . 

适合 递归 关系 (1.1.1) 的 FE 一 L 序列 的 集合 记 为 D0=n(a， 
e di). 

我 们 把 Aa "BEST FE FU U = Cig steps ttt teas ME 0687 
AAE P t S ELO CI. 1. DETER OE FE TI 528 uv € 
Ait uto eN 当 acen AEri Aaen. Bik iA F Ex 
穿 维 向 量 空间 的 一 个 子 空间 , 称 为 册 (1.1.1) 确 定 的 不 阶 王 一 L 序 
Fi SEG]. EUR E piCG enn EP usn a Ea, 
令 . 

M £o Eat 04 1) 7m (co Cu, £4 19, (1.1. 4) 
HRA o 2 SBR . AT o 25 33 2 63 RE ok FEZETE 


_ 子 空间 . dE O SORORE AY & AIFS 
ar --Hmn(1.0,0,---,0,00, 


v = BCT Gere 0,07, (Ls) 
W000 Ds 
Wj Ed. 1. 08/58 OO n OM ETS FEE OB 
AY BE PRY D SEAR AS. 这 拌 ,我 们 有 
531 1. 1. 1 OPES ule, oo Sh 
Fra 和 惟一 地 表示 为 


u 一 cg cui! p d nu uu, (i. 1. 6) 
上 式 在 应 用 中 常 写成 关子 序列 的 项 的 恒等式 , 辑 
Uu, = Cu) 十 cuum see py a, (1. 1. 6) 


1.1.2. 序列 的 拓展 与 称 位 
H1.1. DORITE 
Wn Ct C20). (1. 1. 72 
{224 n= —1 Bf. (1. 0. D EC ee BR RAZER w-_1; 依 此 
28 HE. TTE XL— UI uc. 2700. BI BE ERE (a2 7 € 0. de TRI dC 
C1. 1.7) 折 展 成 为 tyss ,今后 若 无 特 别 电 明 ,我 们 都 是 研究 拓展 
LL . 


后 的 F 一 L 序列 ,而 视 吕 为 拓展 后 的 FE 一 L 序列 的 集合 . ORT. 
是 大 维 线性 空间 ,(1.1. 6 仍 热 成 立 , 而 41.1.1) 及 (1,.1.7? 风 对 任 
ABS n€ Z HRY MARU. BASRA. 
. 设 瑟 为 移 位 算 子 , 即 Eu, =t. (1. 1. 8) 
对 于 拓展 后 的 F 一 L 序列 ,对 任何 jE€2, 在 Cl- 1.1) 中 以 as+7 代 nm 
可 得 

Euni 0, Ett 1T aE 


因此 , 令 

v, = Eiu, = un; EZ) (1.1. 9) 
时 , 则 一 人 z} 仍 适合 递归 关系 (1 1. D Be T8 ZE GI 0 SEE G 
<0) 推 移 的 结果 . 这 就 是 说 ,在 E 的 作用 下 ,口中 以 ao ， 


-1! 为 初始 值 的 序列 的 第 tf ER O PLA tage tty oo? ns 
为 初始 值 的 序列 的 第 项 , 即 对 一 切 nEZ 有 
Uri uo su) — Ou) Cl. 1. 10) 
特别 , 当 j== 土 1 时 ,由 《1.1.1) 及 (1.1.7) 可 得 
引 理 1.1.2 BEu Cea pee 0€ 02, 7,a0,n,* EXERCI. 
1. 9) , 则 对 一 切 ne ZA 


1*. Unc 1 Cas tt Ca) — wu Cd Cor lan) s 

其 中 d= {eima — ato) fans (1.1.11) 
2°. apy Cae tt ele 1) — Uu Ce tt Cad) » 

其 中 dada; Tace. (1.1. 12) 
B CL. 1.67 

| Va si mug, m dot ti aus D. (1.1.13) 


特别 ,省 G1, iT u =u 2(—0,1,-,£— DEBE, HE CI. 1. 1D, 
uto aim C asi fae 057 0 ,1,0, 7,0). COSCISCR-— 2), 
ut mu L/ars0s 40). (第 1 十 1 位? 
Bk C1. 1.13548. . 
3|381.1.3. idu ?(6—0,--,— DO Da, aD rH deck 
序列 , 则 对 于 一 切 nEZ， 


uni Cc Cay fa ue? +a, (1. 1. 14) 


utt) ua, CI. 1. 15) 
"T" 1. 1524£ A C1. 1. 140 BA 
ue, = -— d. j- wast ap 十 ut Has CI. 1. 16) 


利用 (1. 1. 152 C1. 1. 160 ,可 以 将 OC, , a D Prid ERE AE A] 
的 项 由 we 的 项 线性 表示 * 即 有 

引 理 1.1.4. 对 任意 nEZ EITA 

ul? — a, P) Hay eh A Rau, (1.1.17? 
及 a? mattisa ath 2 sto D (1.1. 18) 
Ci = Os Loree gk — 2). 

证 当 i?=0 时 ,由 (1.1.15) 知 中 ,1.17) 成 立 ; 设 对 六 之 & 一 2) 
O1. 1D ER, Wy C1. 1.16) 

ut? = a us 1) 

Say icai d] un be tats 

Bech. 1.17) 得 证 . 对 (1.1.18) 可 于 (1. 1. 1600 HE 2 —4—2 JE 88 5 
上 上面 的 方法 证 明 . 

FO. 1.172. 0.1. 18048 A C1. 1. 160 , MBB (202,5 n2 
中 的 任 一 序列 # 的 项 由 基本 序列 uw“ 的 项 的 线性 表示 法 , 即 下 


面 的 
3]38 1.1.5. 对 性 意 的 nE2, 我 们 有 
ta =b ue? bi guit ot. (1. T. 19) 
pi ta = dott, odo det eda iun (1. 1. 20) 
其 中 
by =the a. 
ects ct a nl ".k—1), (1.1.21) 


d, tyes 
" Wee pee aim 0, 1 uu 0,1, ,£— 2). 
(1. 1. 22? 
1.1.3 HR F--L 序列 空间 
EG. 1. DEF RIF a= 0, Af LAGER Ca. o RR 3E 
"P 


线性 空间 ,这 时 , 称 此 线性 空间 为 奇异 的 ,而 称 适 合 u0 dd 
HAIER, Was CIT. 

对 于 奇异 的 下 一 L 序列 空间 Olas ra), BF ao, 因而 
(1.1. 7226 3€ XB. 1. 10, 01. 1. 2 确定 的 序列 m ARRIBA CI. 
1. DOE TEE. 这 时 ,车 

yy = Gua. cocoa Qu. (1. 1. 23) 
RB 3L 5 UY an =n Gs tee) C Cay n4 0E. 1.23) 不 成 立 ， 
则 "co, £d 1). 对 于 前 一 情况 , 若 PME DN u CRT A 
一 1 ERER F—L 序列 空间 . 着 ox = 0, POT GER. 
如 果 我 们 排除 aa 全 为 0 的 情况 ,那么 最 后 只 有 两 种 可 能 : 
r. PERTH. ISE «a 0€ (amas. ERE RI 
«A Lb a.—0,n € Xa, .- "ae B uw ca, niae n 在 情形 2, 
设 适合 oA0 的 最 大 ;为 2， 那么, 去掉 最 前 而 一 + 项 以 后 ,所 得 
序列 为 非 琳 异 空间 a, sead PREA. 这 说 明 奇 异 空间 的 任 一 
序列 必 与 非 奇 蜡 空间 的 某 个 序列 至 多 只 有 若干 初 始 项 的 差别 . 
今后 若 无 特别 申明 , 则 Ca, aH AES SEES F—L 序列 
zs [a]. 得 一 切 与 a0 REN SH MA SM PRR IA 
PAPE u, 的 下 标 ne. RR, 引 理 1. 1. 8221.1. 548 HT h 
1. 32 3E RT 8, 一 0 仍 有 效 . ` 


L2 特征 根 表示 


1.2.1 De Moivre 公式 ` woo 
设 Oe a A F—L fF Scie] Pee SL 
KG) = x*— auti —~ + — ay (1.2. 1? 
为 站 及 如 中 的 每 个 序列 的 特征 多 项 式 . 7 的 很 称 为 它 它们 的 特征 
根 , 设 这 些 根 为 五 ,ze 其 . 
2 ， (1.2. 2) 
于 是 at agt n ain. L, 
EARI, Se BO at 1238 XE IEEE OL. 1.1) 因 而 


fat ESC easy DE Quum) Ge1,2i BD. 
i CL. 1. 60, GT AY oR A REO XU B c eg HE 
HABET. - . - 
定理 24 Hn ?G-—0,-—,&— DA Mar a MBA 
Al x, es 为 它 的 特征 根 , 则 对 一 切 nEZ 
= eee Ti =). (1.2.3) 
(1. 2. 32 8109 Dé Moivre 公式 (或 De Moivre 和 恒等式} De Moivre 1T 
先 对 OO DPT Cut) (0. BEIGE RE XP AY Fibonacci FAD, 
D e) SRE xz. 一 (1 十 V5)/2 建立 了 公式 | 
GT Ut m hae E am 1,2. "Do (12.0 
OX» 472, bats tb jenu. DARKE XF Lucas JË 
DA L f. +27,- ut 
pii. 2. 多 可 改写 为 . a 
` [q.d VED, = +t 8.3/2. (1.2. 5) 
此 式 称 为 ,De Moivre 型 恒等式 [1.183 0 (1, 19] 对 0,1, 
Roa, 1,4, 1) TWF A. 2. DHAR, 其 方法 是 求 出 特征 
根 。 计 算 特征 根 的 一 TIS RE URL REHNE HAE 
证 明 . 其 实 ,如 果 利 用 (1. 2. 35. AE 4 BS ROS HEH x 
Ti 2} 即 可 得 出 类 似 于 1. 2. DHA 
我 们 可 以 看 到 ec) HR USE MONET Lk AER 
(x2) G1. EOGERCT- & SE Be 
人 
AES RIGA OS akibe A A CA br Vonder- 
monde #7 FR) RAH 0, HH HE iig 
(mom n te thea hg èm Le Byrn sh} 
fa F--L 序列 空间 Qa a HI Pte 
OF 008 REE BTE. 我 们 要 作 更 加 细致 的 考察 
为 简便 ,fa sn s RICHIE EUH Wf Ca i I 43— QC 
Fa 
- 6 . 


8]38 1.2. 1. Ba A Alm, ad CÁC IB] m 重 特 征 
根 , 则 对 一 切 nE j=l em A . 
(ntk t= alatka 34e 
| Fas atl Yt tam, (1.2. 6) 
E Orta) ata Gir kE— Doux tte "5 
i crai, AGD 70 0.2.7) 
规定 O^ —1JE(00, =1 GE. GO,—mGn —1)  Git- j3- 1). 
证 oa fir —a't—auati-—--—afWmzEÉEAR PRI m0 时 
也 为 glad =a fle) aa att — aam ons 重 根 ;于 是 
3] p Gr) — Ca baat Pe a (nth Lat? — dank Rm 
— y 3E IR. . AMEE gle — mg! GO BS m, — 1 BBE n, CL d 
E, a x) m Ont - EY a (e E pio att uo — aum 的 
m, — Cj — 1) BR Cim WE gaze! GD — Gor EY a 
ma Gh Dylan o aint Hp i — j BOR RA HH j 
0, .,—1 EAE. 由 g; Cr) 0 BCL. 2. 60 ,E2 LX nom 
XL. X350, OR. 2. OSH 
(ntk) xt =a, (atk 1x ee ta tl tan’, 
ERAH Y n HEIR HERRES SE PRATER — 12€ Z 成 
XL. . 
由 oxig0n0-—018.2. 7), BOSE ao Hir [S] ERI ETE 
—Unc€zmxw. mE 
5E 38 1.2.2. Put G=0, ,£— 3X9 Qa aD RR 
Ala, 为 它 的 m 重 特 征 根 , 则 对 一 切 nEZ R j—0. m l A 
Wu CR Lire 0, C1. 2. 8) 
RD ru Pdl» Vee Eat? (1) ax eut? CO) j. si (1.2. 9) 
证 由 (1.2.6) 知 {wx?}EN, 叉 其 初始 值 为 0， Pa, 
(Dat BC O1. 6 EARL! 2. 8 Tap i 1.2: 95. 
1.2.2 SHARR ` : ' 


Qoam 


BEN RTS b 1 RRL, UI ER SUE ER 
uo fe 


为 把 如 的 诸 特征 根 作 为 一 个 整体 进行 研究 ,以 更 便于 应 用 ， 
我 们 引入 多 值 数 的 概念 ， 

一 个 (之 2) 元 的 有 序数 组 B= (Titta) ;其 中 Tye ER 在 
KTR D ERA RAM DER kti. 2 值 以 上 的 数 统 称 
Fh. XE (mo (UP uan Gm1, EU PTS. 车 ` 
MSH. OAR ER: BHD B) e UE 0 S S as 
gi dcin s CER. AB. RGR SHH. 

EAT MARES. 4 AR Vee, 

-天 值 获 的 运算 法 则 定义 如 下 : 
1. 加法. 两 个 上 值 数 相 加 ,各 对 应 分 值 相 加 , 即 
Ce = mt 

2. RH. 两 个 信 数 相 污 ,各 对 应 分 值 相生 ;有 即 

{TF a) * Coo ttt EE CA) 

. TER H OR D EB ek & IEF EEA SE 
一 个 含有 单位 元 的 交换 环 ， FZ AR 五 上 的 大 值 数 环 , 记 . 
Ft DV. 

Xf 1834 = {x1" TOP 规定 T(8)— zi; dn Aem 
(的 一 to 为 它 的 范 数 


1 1 1 | 
t | GER ET 
: 2o. gt 
AQ» |^ ™ t| = [I in- z” 
E eS es | WEAR AERERFFTAAPREATERKA fc - 
xb! ay - ab 
为 它 的 判别 式 . 
显然 有 


BB 1.2.2. KEL 可 道 的 充 要 条 件 是 NAO.. 

34 9 可逆 时 , 另 一 值 数 «与 它 的 商定 义 为 8f9 二 a* 07 

引 理 1.2. 3 KERO HA k ERRARE AOA. 

引 理 1.2.4: WEP EE HE a ETOS TaT 
- 8 * 


EK N(af — N (a) NCB). < 

DV, 的 子 集 DV, = (asa) lac D BRA DV: K TH, 
并 与 作为 环 的 卫 同 构 . 故 在 不 引起 混 庶 的 情况 下 ,我 们 篇 记 (a， 
a) a2. 今后 在 出 现 多 值 数 的 场合 中 我 们 一 般 用 希腊 字母 表 客 
值 数 ,用 英文 字 表 普通 数 . 如 果 在 一 个 式 子 中 出 现 了 两 种 字母 , 则 


英文 字母 表 DV FHM. 
1.2.3 F—L SIMS RR 
数 域 下 上 的 和 多项式 
Fie) = at oat e ee eM, (1. 2. 10) 


RR ay rn, 一 般 为 某 个 扩 域 D 中 的 数 . 因此 9— Gm ez € 
DV. ju Ayr sdk 作为 FV CDV 中 的 元 素 WA 

0 = a Pol tow H- au et ay. (1. 2. 11) 
故我 们 称 0 29 FOE T kTBTB. 2 SEAR TIRE nes 
A 1l, 的 任 一 个 排列 » Blil C; p. :Ti ) 也 为 一 个 k 值 根 . 

对 于 上 述 2, 作 集合 

FV,,CD = (aa b, teeth. ob bE PV. 

(1. 2.12) 

利用 (1.2. 1D FT ELSE Po eo PRES 

3|3& 1.2. 5. FV. ORF RH MERA RAD 
位 元 的 交换 环 . 

FV, (ORRA RA 9 到 FV. aM BPR. 

S132 1.2.6 车 8 为 真 £ 值 数 , 则 FV. OD pit e RA RH 
是 唯一 的 , 即 若 有 

b,05 sf e M b, b+ mc B b+ tata, (1.2.13) 
其 中 by jb ci rnc, FV, ll &SoG= Lary). 

证 WRÓ-— Cn. MW. 2. 132 WA 

Gb —oa)xb e + 5, qo €i. ick (0 —62—0-1,::,£). 
VA EBGREEXCT bio nib o 的 齐 次 线性 方程 组 ,其 系数 行列 
REETA AO AGHA A DLE 469) 关 0, 于 是 上 述 方程 组 
仅 有 零 解 , 故 证 . 


fA Qa. a ORES OAM fo) BI. 2 EC, 2 称 为 
Q Bj 4 ARIER, HA—ACOBERE fxz) 的 判别 式 , 我 们 也 称 为 总 
H FERIR. 
E 1.2.3 BOA (Gas k ASEH? G-— 
Denk- 08 O BER FE AJ. W — ne 2 
g'— ut g* * d A Tus, (1. 2. 14) 
HY AQ 360 Bf ERA 0 G—9, - 一 1) 的 系数 是 礁 一 的 , 即 
BRA 
GO 971 pes + OO + VM, 
B oP =u? G=0,--,k-1). 
iE (1.2. 1402201. 2. 1) 的 直接 结果 . X ACO 时 ,2 为 
ARX. 1.2.6 即 证 得 唯一 性 ， 
EH 1.2.4 Ub nom 为 Nas JERR. Cine 
重 数 分 别 为 Hts ttt mum nt mo A, = (2H E 值 特征 根 c= 
Caps tts tis fuscis tte Yet XD H P or HB mi G1, 
r). HE k BUFR i 
a= (1,2,:** mu, lyn," yn) nta daz, n7. !) , 
Xd 2 OW HEEF I G—0,-,4— D. Xf —B] ne Z A 
au, Fu a, TIE mu mm (1.2. 15) 
HERH a- 0 0—0,--,&— DP ORE HI. 
XE a. 2.15901. 2. D BG EE 4E ER MEA 
a, * m UEP «aar a o + aos 
apes Coh P — ui D) (RD ie et uP lun 
OU —Qui)05—0 GLa ro 0 ee — 1), 
上 面 是 关于 Puf 人 一 0 光一 1) 的 齐 次 线性 方程 组 ,可 知 其 系 
数 行列 式 非 0, 由 此 即 证 得 叭 一 性 . 
同样 可 证 得 ; 
定理 1.2.5 在 定理 1.2.4 的 条 件 下 , 作 值 数 序 列 记 =(1i， 
Ca Dms ks ODay tts Ct maa et Cn) ts Gn 1) Dl 
对 一 切 2EZ 有 
. 19 » 


BG t u97U e B, toe tal? © B+ e A, (1.2.16) 
HEUGE 866-0, ,4-DH ERE B9. 

CHEE RSPB RRS B T C. EY 
I: ipM EP 

ERR gO = Cate, 由 高 阶 导数 的 Leibniz PESCE gu 
(0) — Gd, a. 由 此 可 知 ,定理 1.2.5 ERA AMAIA D 为 函 
数组 {gj iSl r mol m1 Wronsky 行列 式 在 
1 一 0 之 值 ,从 微分 方程 理论 知 这 个 值 非 零 , 

Rw), = S1 GG Ru! = S, SACO 其 中 
PAH SC 5) 3] 98 — 280 BS Stirling RK", np Am RE EE 
1. 2.4 证 明 中 的 系数 行列 式 G 的 行 向 量 组 与 局 的 行 向 量 组 等 价 ， 
HER G0. 

1.2.4 3&8 PEDIS REEL US 

前 面 所 述 ,实际 上 是 0 中 的 基本 序列 的 特征 根 表示 - 对 于 从 
rp Ge — 890 , RT RR RE ERU RU Jr ERR. | 

根据 引 理 1.1.6, 3H£— uw € QA (1. 1.19) 82 CL. 1. 20). JEJE 
列 po, w” En, 


使 vi zb ju + b, mun Eu le (1.2.17) 
we Df td, 十 … Td; aug, a, (1. 2. 18) 
i0, .k— ]. 


FR vO w G—0, 7 .£— DENA n I FICA EUR ERS. 显 
RE u, — vU aw SURE SERT. VOR e P WME T. v. 
定理 1.2.6 HEH a a0 — b E ARE uPA 
的 基本 序列 ,bp 中 和 049g w E OT LEXHIEIBui-0, ,一 
1,714152 308 C1. 2. 1703€ (1. 2. 18) 表 示 , 则 对 一 切 maEZ 有 
5-18 Eb D, ,07 1 4 tb weet U ' 


=p TPP p e o Gy - . (1. 2.19) 
A dof +d, FT td 9757 g | 
SWE VP q.-EuwiP0- uf, (1. 2. 20) 


HK ANA Bt E PRSE Gs 0, £— DARIE — 3). 
* 11 . 


- 证 BIO. 10A. 2178 
Dobit = Wibi umo 
= Oahu = S wg, 
JE Bp (1.2. 190. MIRAE FV, 故 ACEO RE ODR f 
数 ,因而 具有 表示 的 唯一 性 . 
定理 的 第 二 部 分 向 理 可 证 . 
RISA BAUER. 
定理 L2.7 ”在 定理 1. 2.4 和 1. 2.6 的 条 件 下 ,对 一 切 nE2 


有 
b, 16,8 hm + Tea, sr n 
mof? ea, patel? © Bo © as (1.2.21 
及 diab dit He Hd- tarana tE | 


= «aa orm btw + apy (1. 2. 22) 
且 上 两 式 中 右边 wb ‘EO, 天 一 1) 的 系数 是 唯一 的 . 
. EERL2.8 在 定理 1.2.5 和 1.2.6 的 条 件 下 ,对 一 切 *EZ 
& 
b, BaP EDI Be a RAS], nt 
=u? + By pepo? Gv +, 0 (1.2.23) 
及 dfr "di Bes Pt de da Bae Or 
WEY «Ba 07 fre tal? + Bow + Por (1,2. 24) 
目 上 两 或 右 加 88， ‘=O. k DERRE A. 


$1.3 特征 多 项 式 表示 


1.3.1 F—L 序列 的 特征 厅 项 式 表示 
BC iru OC E, SRE EE XR 
F(a) mod Co 的 同 余 关系 , 4 
gt la I gau ifa (1. 3. 1) 
Di ae + geen mod f(r) HK g GO2B x WR fz) 的 道 元 , 记 
IR. 


z imr) (mod fCr)). (1. 3. 2) 
3:38 1.3.1. Wu? (2-0, &— 1229 QC s D C 
S (x) ERA WD — H n€Z 有 
atm u^ Ua) ft wee he + a mod f(x), (1.3. 32 
Big x G=0,, 4-1 X No WE— BS. 
证 NSl, . 
atem gE ue Ruf etd Quod. Cry 成立， 
现 设 对 n—m (SOBA 
Su Pat pe tall ctl? (mod fin), 
则 rt eg n 十 ac 1 ate Lud (D ui ? Lat 0 
Sul? (aat a tpertt ay) 
-Fug- P gt tee py xu 
=(a, uh Pty EBD BT lapi -put a gt? 
十 十 (Ca PO a ra P (mod fo). 
Bi (1. 1.15) € C1. 1. 16000, Ez Bp 
icu rt ur i-Ba8lix-uD nod. FC) 
故 对 一 切 0, (1. 3. 32020 XE. 
”再 设 对 4 二 一 m (m0), BS 
an i at Fe pu, (mod f(x)), 
Jn) x "lcg eun at 24,052) ah ie ae 
uL Pala (mod flz)), 
EAL. 3. DHA. 3.2) 代 上 式 中 的 = ,并 再 利用 (1. 1. 150 EL. 1. 
16518. . 
rU bua gt oP mad f(x». 
页 对 一 切 n«0, (1. 3. 3) 也 成 立 ， 
最 后 ud DURER BRE ek ETE FERIIS af G0, ^, 
k— DH RAMEE. VERS. 
1.3.2 .正则 单 扩 环 FVE: CO . 
在 (1. 3. 3) 中 如 果 以 FG by 2 AR O Rx. DR IB TRE CIL. 2. 
14), DASA Ko 00-0, --,&7— D BS SERES ME FE: 这 里 为 
"ELE 


AAR EH 1.2. 3 HHSEPESDR OQ HERRE? 为 解决 这 一 何 
题 , 我 们 对 8 引入 和 集合 - 

FVL (D= (ala b, bE FW}, 

(1.3. 4) 

其 中 = ROMA HH EAR EE eH 
则 进行 ; i 

We. PE FVz O a=b by 0+ be BCP 十 … 十 
ci 十 cty 则 规 征 

1°. 在 运算 的 开始 和 过 程 中 均 把 a 各 看 作 以 8 为 不 定 元 的 
多 项 式 ,而 不 考 趾 其 上 基体 的 值 ; 

2*. a 十 刀 按 的 专项 式 加 法 相 加 ; 

3°. of TO A MRA SE PLUS IER T 一 1 次 的 项 用 (1. 
2. a 最 后 化 为 8 的 不 超过 一 1 次 的 
多 项 式 . 

ME. SIR mod f Co) HOURS RA F FV i, CAH 
的 元 素 进 行 正则 运算 , RA 我 们 有 

引 理 1.3.1 BOW Aa, aD CF GOD B E SER, 
则 FV i CODE FE Wiz EFI BUE ERA Te BY SERRE ORO Rn a F 
FV; PRM IERI PO. BL EV; ODOSS FU ]/ Cf G2. 

HE FEU p: FVILIOD—FLz]/GGOD. 
对 a Tb P npe thy +b E EFV O), (1. 3. 5) 
令 — ga)msb gt teeth mod G2. 
易 知 yp 作成 一 一 对 应 , 且 gCa-- B) g9(0 2-9) Cmod FG). XV 
《1. 2. 11? 选 代 对 应 于 其 f(z) 为 除 式 作 带 余 除 湛 , 故 也有 eX af em 
Papla) (mod f(z)), 帮 得 所 证 、 

引 理 1. 3.2 车 5 为 真有 值 数 , 风 FV (FV CDS. 

证 PEREAT p FEV CO FV,, (8) ,对 由 (1. 3.5) 表 示 之 aS 

. Ca) == BP? we tt by ). 
TARA ER RF O MTR A A OR I ET ES EE UC RE AU 
. 14 * 


9 为 单 射 . 又 显然 为 满 射 , 故 9 为 一 一 对 应 . oR ANE HE UE EAS 
的 , 故 得 所 证 . l 

i E8.9 5 3C AR EVO PV OMAR HE 
y: 

HEM 1.3.1080 [38 1. 3. 1 立即 得 到 

定理 1.3.2 EO 339 Qa, anh AREER n 025 OQ AE 
本 序列 (二 0,-… 2-1) MA —W nEZ A V 


ge Lage + yt Pert p s.p yO, (1, 3. 6) 
HA 0'G=0,- k DELE BORE (ng. . 
同样 可 以 证 明 : 


定理 1.3.3 在 定理 1. 2. 6 中 把 等 号 改 为 二 ,等 式 仍 成 立 , 且 
等 式 右边 050 一 0 一 1 的 系数 是 唯一 的 - 

根据 上 述 讨 论 , 为 今后 方便 起 见 我 们 将 两 种 运算 的 记号 不 加 
区 别 , 即 将 * 兰 ”也 记 为 “一 ”, 只 是 当 AC) 0 时 , 若 要 考 叙 表示 的 
唯一 性 , 则 应 视 O € FV I; 2) 而 不 应 涉及 8 的 具体 值 . 另外 ,在 可 
能 引起 混 清 之 处 我 们 将 加 以 特别 说 明 . 


$1.4 矩阵 表示 


t.4.1 F 一 L 序列 的 矩阵 表示 

用 和 矩阵 方法 研究 下 一 L 序列 ,已 引起 人 们 重视 (如 [1i.2] 一 [1 
7]) ,但 还 不 驶 成熟 .如 Waddill? 2 用 扬 阵 方法 研究 了 三 阶 和 
四 阶 序列 的 某 些 性 质 . 但 他 的 方法 难以 推广 到 高 阶 情 形 . 本 节 将 比 
EFA EIRA E EAEN FL 序列 的 问题 . 我 们 不 但 和 总结 已 有 
的 一 些 结 果 , 而 且 将 进行 进一步 的 探讨 ,建立 一 系列 新 的 一 般 性 的 
结果 . 读者 从 本 书 将 会 着 到 ,用 短 阵 研究 F 一 L 序列 是 一 种 非常 有 
效 而 又 有 发 展 前 途 的 方法 ， 

对 £a 7a. ER E 


a 155 


a @ oO, ate a1 a | 


1 0 
1 0 . 
A= "s — (1. 4. 1) 
1 0j 
它 称 之 为 O WR PERE). - 


det A= (—15*!a,550, "A up. 直接 验证 可 得 
引 理 1. 4.1 id A 为 Das ,的 联结 矩阵 , 则 


i 1 
0 1 
A= LN . 0.452 
‘0 1 
4 2H 9 Q2 Ge 03i 
» a gy ay ay a, 
对 uCG,; c T sic 
pai 
U-|/^ fae, (1.4.3) 
tet 
tn 
它 称 之 为 # BS 2 SSSR CRE n DRE, RA n 到 . UU。 
又 称 初始 列 , 显然 有 


*i6* 


53| 1.4.2 WA) Gi 7-20 HRA EREU, Auc 0 d 

Bn AWH mEZ 有 
Uns, = AU, (1. 4. 4) 
定理 1.4.1 设 4 为 Do 的 联结 矩阵 ,7 Awe hy 

第 = 列 , 则 对 一 切 nE 有 


一 4 (1.4.5) 
证 EO. 4.4) 我 们 易 证 对 eo 
Un = AU, (1. 4. 6) 


4 n= 0 f8 U, —— AU, AIR ned BA US AU 2 nc, RTS 
t= —n {USA U, c EEE. 
HH C1. 4. 5) BT ELE 24 aX 2 A BB BERE E REA, 关键 
Re SEM A 的 结构 . 我 们 有 
定理 1.4,2 BAW Kanst anp ARE nu? G—0, s 
—1 Dij HE, Wt BI ne Zv& 
LM A" (QE 13 Ua 2) ,* UT) 


ko k D n ` 
u uda ce ui, 1 
"o ub "m 
Usiz Uae M Hi. 
=| “~. ; . we (1.4. 7) 
uff? "LN wae an 
证 由 (1.4 048 


qe 1x Gr ye QUO us AT qui, UM» tts (2 
=A E=A TE. GE. REM FREED 
PRATT WAGE as at HRED E. Pa ka 82 1 中 的 结 
果 . 例如 ,以 人 4 PARA C1. 4. DAC. 1:60, BAL CI. 4. FRR A 
A= AS AARC. 1. RG. 1. 15). 
i vO Fl m 9?.(—0, -,£— DAE m € OC; ,* ”90) 的 下 、 上 
dtügfH RSE (1.2. 17) 8101.2. 18)， 我 们 引入 记号 


“17° 


ik- 13 b - 
Vie on ， B= k-i ， 
vi? b, 
yD "n a. 4. 8) 
iol d, 
Wis , D-|'.'| 


w” do 
EAHA u An FRA, FHERR E n LRA 
ERM. SUS 为 基本 序列 u’ 0 一 0 一 1 的 第 上 列 ， 
Wa. 2. 17 YI C1. 2.18) 可 改写 为 
vi) BUS. D. (1.4. 9) 
和 和 wi YTS, i—0,.&—1. 61.4. 10) 
定理 1.4.3 BAW Ola va RA, ^ RE e? = 
0,--,k— DARA uc a FE ERRA, V RW BHA n 
` FESS, BAM D ABI TF. ERMA AH) n € Z 有 
VI-—(AOUUSBO (1.4.11) 
和 Weis CA YD. (1. 4. 12) 
证 REE. 4.11). Ht CI. 4. 8) AIG. 4. 95, 
Viv = VEEP VIP eee VE) 
= BUSES), Ue pee US HB An, eB AE. 
1.4.2 SERRA - 
定理 1.4.4 WA 为 Karst (a) RRA EE n mix E 
HEEL XO Ba HS n G—1, ,如 , 则 对 一 切 nE2Z 有 


X9 = AXE, i= Leek (1. 4. 13) 
此 实 为 定理 1.4. 1 之 推论 , ， 
[3 C1. 4. 13) 可 改写 为 ， | 
AXP = GXP, (1. 4. 14) 


故 得 
推论 ”在 定理 的 条 件 下 ,对 任何 maEZ,z 为 4 的 特征 值 , 而 
. 18 + 


e 为 对 应 的 特征 向 量 Leek. 
Hae HEI x ir RIS 
定理 1.4.5 在 定理 1.4.4 的 条 件 下 , 若 诸 特 征 根 互 异 , 则 对 
任何 wEZ 有 
A* = V e diagGt, s x e V, (1. 4. 15) 
其 中 V = CR XP +e XP) 
zp^ xb) o mx 


此 定理 说 明了 A 的 另 一 种 结构 形式 . 对 于 有 重 特 征 根 的 情 
JE ,我们 可 以 进一步 并 清 An 的 结构 . 首先 ,由 引 理 1.2.1 及 定理 
1.4.1 我 们 可 得 

定理 1.4.6 Bao X Ga nsa E m 重 特征 根 , 则 对 一 切 # 
€Z,j—0,-.m.Vü ‘ 


- BENE (E—1yxi7 
(ntk 1) t7 
(k—2)' xh? 
(tk 2) zt** ? 
. = A" i (1. 4.17) 
. Vz; 
L nu J . 
Q1 
Tink 19,x2* 771] (k— 12, xi 1 
GT &—2),272* 7? (—22,xP 7 
及 Y dua ut (1.4.18 
C | (00,2, 


Hi Jit sg E Sr BY XC uf (8 
定理 1,4.7 dE moon 0,2) ERANI MER, 
TE AED moo m, omine mA. tH n EZ 有 
A= Pin) + diag Crt ser aepo ee’ rorem): POY? 
(1. 4. IS) 
* 19-5 


A A -—QO) * diagCzri., Lees * E39 ts xl, QW) L 


(1. 4. 20} 
pH diag O- G at 出 现 mi RGS, er) M 
ay (atk Dai i (atkl a F 
wat Gtk Bett E GebkR— 2)7Uapio i 
PüD- i : 3 
ED intir, : {n+ a, 
1 nel : mi 
a (atk Dan) Po datk Dub! 
afi (atk Da io (a theyre fap 
H E i i , (1.4.21) 
E int 152. H GrT 17 12, 
nel : nc] 


Qc) 则 是 在 PG) FBP G--£— D, atka 225 ,--- S Ep GR 
(n-Ek— 1), t Un Gl, mid), D PRB E E. 
L43 E M.GO 

AN DG ea EE EAR BE, D Hr F Caley — Hamilton 3 
理 

A = mAT) H oe aA H aE (1. 4. 222 
成 立 ,我 们 可 知 

引 理 1. 4.2 k MERKRA 
MzGD — {M |M —5,A4* +--+ LAT íE, B, bL F) C1. 4. 23) 
XT 58 BET MES REY RAAB (OC EA IR. 

5|]381.4.3 HAH DG ya) 的 联结 矩阵 , 则 Mr( A} 
元 素 表 示 是 唯一 的 ， 

证 Hw» 2 REAR EDU. A SB n Fl i—0, 7, £— 1. 
TEA bAT Hethi A thE gA TT ee ,Atak, AG 
"EU, o7 

BUP Ae +b UEH =U 二 oo UP aU, 
ERRAR kE 

bye? hoes Dic quí? + biu? =e H Hea ten’, 

-20 


ARCA. LDE & mecs F 1 一 0,…, 一 1 ADAGE. 
tO PERLAT gq; Mr CAFU] E 
M = bA 4 ee +b A+ OE 
有 gd ED Tb cba Qnod £20, UF OM CAD Pt 
Fea HE TERI ?为 一 一 对 应 ,于 是 利用 (1.4. 22) 8] 48. 
引 理 1.4.4 i$ AX Qaia) —- OCXCF GOD MRE SES 
为 一 个 站 值 特征 根 , 则 
MCA) SE FLX GG) £3 FV, (85. 
定理 1.4.8. E ADARA u G0, k DAE 
基本 序列 ,由 对 一 切 aEZ 有 
《4 24) 
BAW 4G 一 0 一 1 的 系数 是 唯一 的 . 
焉 定理 利用 上 上 述 何 构 性 立即 得 证 , 企 也 可 独立 证 明 如 下 : 
Hj (1. 4. 225 ME ne Zi 
AT a AAI eta, At aA. 


uw A = Get MODE PE, 
bi wey? =w tg wi"; dag s 


EEEF a WOR iw} EO, A TERT pr d PI ARH 
top) ug PIP fore OY OW, Ki FSA 


上 式 即 等 价 于 (1. 4, 240. 而 让 引 理 1 4. 3 得 唯一 性 . 


$1.5 Bk 函数 


15.1 FHA 
Bu ENa pead =K aD 形式 等 级 数 
Ux) = M, at” (1.5.1 
FE u 的 普 母 函数 ,简称 母 函数 . 
SOR BERE RE E u) OSEE EL 序列 空间 中 的 序列 
均 是 有 意义 的 ， 
+2] 。 


相应 于 特征 多 项 式 人 X= 一 一 一 一 
EX Fe) =l mtama ay" 4 (1.5. 2) 
为 gy Ct BP a PI TES SAN. 定义 
U, Ca pe 十 [一 加 ao Fe 


二 (ii (1.5. 3) 
为 上 的 初始 多 项 式 , 而 
O (2) Sut (uy art 
+ Cu, 4 — aya 277 att x* d (1. 5. 4) 
为 4 33905 8 AS SK. 
显然 有 
fe) -—xfoac0, F uf; 2.5. 5) 


BR Ue) maU. GR. PG a Uu. (1.5.6) 
定理 1.5.1 Bue Na, ad= NSARE NE M 

式 和 初始 互 倒 客 项 式 分 别 为 FA C GO , WR 8E STR 

U (x) = Ü.(x/7 (2). (1.5. 7) 
证 由 递归 关系 (1.1.1) 有 
Dt = Sy title att +e 
+ EC T T eus, 

JO. 5. DARA HREIG 7 GOU Ge) —Ü Ge) BPE. 

推论 1 0(o a) PERFI uw OPE BE BBE 
VE (x) = rr fF) G0 kB) 

及 UO? Cry eat 1/7 Cr). (1.5. 85 
推论 2 BOAR. ME u € OH th ECACR RECAP C. 
推论 3 在 定理 的 条 件 下 有 CU. RO Ska f. 
定理 1.5.2 BRA 83 8ERRBLU COO AC EE Ace) 

ge) Jt giz)-1—az—-:-—2ax lll FACE Gu) E Olas 

a). ` 
证 ua. 5. DENOU —Ah GO RAA ERRA an" 

的 系数 即 得 形 恕 (1. 1. 4) 的 递归 关系 .证 毕 . 

- 22 * 


$51 ARR pA BE SENE TOS 
U Cr) = (2—2xr 2230/0 —3x 2x08] 290,2 2«23, 
A0) €0,-2,0) (ER RF C(3,- 22). 

引 理 1.5.1 BEIZAMA f(z) ,g(xz), 它 们 作为 特征 多 项 
ARM HAAS MAW Ptr) glx). E TSS g] Mole 
Feed lee). 

证 “只 证 充分 性 . Be /— Ri gm gG)-mJfGodG) Wl 
g(x)—a^g a F a!) «© te) = fed (2). WERE. 

BB 5.2 Buen fied). f/G21g GO 1 SHAR). u 
€ Cg). 

WE BEREH gGO—JGOdGO Fe 的 母 函数 Wx) 
—Ü (G)/JGO)-Ü0.QGOdGO/gG). FD A LT + Gg—2f) 
=F Hie RE 1. 5. 2 得 证 . 

1.5.2 融 约 母 函 数 与 极 小 多 项 式 

iu € Q 8E IR SEE CL. 5. 7? 求 出 来 不 一 定 是 既 约 有 理 分 式 . 例 
An dE XS rh uso 1,1 94,1 7010, € 0(4,-5, 20 FL BE eR E 
Ute = —2z)/(0 —4Ar--5rz--—22235,Tu £X US It 
x) /Cl— 3x4 22'). REH u € (3, —2). 这 就 引出 高 维 空间 中 
Ay F-—L FF JURE 2:0 FA HE 2s AS FT ERL. SR (TRE XC; 

Sie F PRIES u € Ola) BART f(x) 的 初始 互 倒 多 
GASHER AS AAR RK i 相应 于 OOM 18 c3 RE £5 
的 . 

车 数 域 F FP AS) SE Se Ay uc 2, =mi) ,而 H ^ 
属于 低 于 r+ 维 F 一 L 序列 空间 ; 则 称 mOGO2S u 的 极 小 多 项 式 , 称 
NA u 的 极 小 空间 . 

- 定理 1.5.3 KAF PRESEI u MRNA m», 
M FARMS ABBE oe Coe) AE a SEU Go SBE £985. H. 
£m = max(am,7FU, +1). (1.5. 89) 

证 PHBE. Rau HADET, ALA BERR COR 

U Go P. Go /mGOo FO. om. REA d(x), Pd> 0.8 DoC) 
* A23 . 


-VIGOd Gm) =h ldd GO). 我 们 可 适当 选取 d GO ,使 了 00) 
—Àh(0)—1,.B RD —1—b;z— e ha arf m—4d«fn t 
VF 5.0). RU) mV GO/hGO. P< li u € AG) sar) 
me ba ba bm Ma. 

X Znzmax(Pm.qU.--1). Eit ^ GEL, HE Tm: 70, 
= 时 EN 
一 0 而 s<te hf u cftz-—ax!—:—coz7).19 5 mle ZAR 
TET B. BOC. 5. 9) E. 

充分 性 . WE DG) /mGO BEA H OL. 5. 9) 成 立 . UE wr 的 极 小 
多 项 式 为 g(z)y, 相 应 的 和 母 函 数 为 Wu Gg GO. 由 必要 性 ,后 者 也 
ERIH B d^g — max (Pg W +1). 今 两 母 函数 相等 , Hm COO 
=2(0O=1, 8 mGOo-—g Ga2E U.G)-—WQGO ,于 是 Pmp, 
mGG)-—gG). TE. 

推论 1 (0540, JH RETE m GO BÉLBE BR COS EE 
m) wu HR ETATER. 

推论 2 BMF PIES SA n HRE HAH m Go TR 
Wve NC oo», i| mlx) | FO. 

证 Re 相应 于 mw(z) 和 SORRA SUE Oz) /m (2) 
38 Vo GO T. GO. HM G0 mU G27 GO /mG0 m2) 5 Ox) 
GEG mGol GO. X msc S IAT ma) | f(z). 

推论 3 BOF SEER u COC f (2), SODE FR 
不 可 约 , 则 fad w 的 极 小 多 项 式 ， 

jE 设 极 小 客 项 式 为 mo. n | fOr). 
fz) 在 正中 不 可 约 ， 

Jon) —13X f(a) ,但 1 FES PPS i m = f G2. 

推论 4 Otay” sa 二 上 CF(z)) 中 每 一 非 零 序列 之 极 小 多 项 
ARP f(z) ,而 基本 序列 ae 2 之 极 小 多 项 式 为 F(z). 

证 ”前 一 结论 显然 . 后 一 结论 由 (1. 5. 8) 第 二 式 右边 分 式 的 臣 
约 性 及 其 分 子 的 次 数 为 有 一 1 得 证 . 

下 面 定理 的 证 明 中 利 其 岳 的 访 用 中 需要 如 下 概念; 设 r 守 0， 

. 24 E 


了 (了 为 多项式 ,车 xL Fe) SW fa nr Bb co Ce) gk py x 
在 FIG PRP IH r= 
3EER 1.5.4 RRM F PHISH Pw € QC GOD AD 
BGAN Ua). E ged U(x), FG) —d GO (he 136 30. 
FG) —mGOd G) M r(x) 为 4 的 极 小 多 项 式 . | 
证 WUSGO-VIGOdGO. PS =k, mr, Jl w MER 
U (x) -Ü.(22/7G) = Us(z fat f(a?) 
=a Vae fame = Vi xmi), 
BP ocr Mee Oim(2)). BV oS mGO fé) a XX V(r) 
5 mGYBJOR. X 550 Fm=r—0,,FV.=1—-1—-y,. F 0.— 0, Wü] 
mn 一 Pm E 0,770, UE 0v 0, m— aV. +1. 因而 m —max( 
Pm. PV t IEX. WRR EM 1. 5.3,mCz) 为 4 的 极 小 多 项 式 . 
1.5.3 F 一 L PEZ RAS SERO BIER E 
定理 1.5.5 设 复数 域 中 的 序列 {a) 和 {wv} 的 极 小 多 项 式 分 
3029 fz) 和 glx), 它们 的 初始 多 项 式 分 别 为 UoCx) 和 和 Volx), 相 
应 的 互 倒 多 项 式 为 了 Cr} go) OA Vie). ME g(x) 爹 部 互 
异 的 特征 和 祖 为 By yet dy ;它们 分 别 为 WHE, Hh 重 , 则 (uv. HPTBERS 


数 是 - 
O 1 1 . s " Ü. zz) Vols) 
We) = 之 Gu — 1)! imp" [e bo JGx) g ) 


(1. 5. 100 


其 中 D=d/dz,D°=1. 
证 BEARR Gu UN Cou) B PEE] SERRA AU 2S 
Uta) = P, G)/JG) 和 VG2 = V GM/gG). 
作 二 元 函数 


HCOr 2) =— Uer Te, CI2 
X ^ HO, ua * DUE — Do QA. CO, 
CI) 


由 此 可 知 
= 25 


WG) = Dlan = Ar) = i ÈH aede (OD 
其 中 < 为 区 域 G AREEN A HR ZR , TE 
^ CS z|Ur« lz) LR lel} (x—0 时 右边 为 十 00)， 
SH RAT BS U GOV GO B c BE G5. d CD eB 
H Hiz) zi BEREIT EU BE G AD BR Laurent RH 
(11), 而 在 整个 复 平 而 除 有 限 个 奇 点 外 在 每 点 是 解析 的 ,因此 根据 
Cauchy RASH ASE Wo SF ce 的 内 部 及 包含 的 五 
《zz) 的 诸 奇 点 的 残 教之 和 . BERS SR 

Vee D2 t= Ve D2 ze )-—VgGO/gG 


之 中 ,后 者 的 全 部 栖 点 为 乌 ，…: b EMER} 
寺内, 故 必 在 < 的 内 部 . 因 eg(z) 为 极 小 多 项 式 ,所 以 5(z) 与 Tu(z) 
R.A LRA ORL, BANN mom 级 极点 ， 
We) = DRestH Guo ,5 一 Dref REO . e 4]. 
根据 航 点 残 数 的 求法 即 得 1, 5. 100. 


推论 在 定理 的 条 件 下 ,车 bhoth BARR -iif 


_ bry Valh) 
Wen = 25 Forn r (5) (1. 5. 11)? 


[iE] 就 定理 的 证 明 而 言 ,f(x) 的 极 小 性 是 不 必要 的 ;实际 
BAT RAE BARR. 

例 2 P?» = Os pı = ly Pore = pe — Par Go lr gi = Ar gur = 
3g. qa- 3R {pg 8 wR. 

BE GR US lg. IL BEER EAT a 

P(x)—z/G-— 2281 QD — (IT ax2/(0—220— 2222. 

SI AI (9. 1 UE SIE Ld TE Q(x} 作为 (1.5.11) 中 的 V GO. 此 
时 Vtr) 二 zf 十 1,g(z) 二 (zx 一 1) (zx 一 2), 于 是 所 求 为 


__ lx ,1 十 1 2-x .2 十 1 
Wi —1 td? a 1 


zer AP lls 


«26° 


= 2zx(2—2r—2x) 
(l-—2)' 1-22} 
= (de—42?9—22")/C1—1624+1382*— 122'7+42") 
SE 1.5.5 还 可 以 细致 化 . 
定理 1.5.6 EEE 1.5.5 HAE RE emo WY Cx) 
全 部 互 异 的 特征 根 CMH A morth ÆW {uo E Maley), 
其 中 
wiz) = [TTT eae? 1, 5, 12) 
AH Ez te] 8E eR Yit 2h 
W (x) = Tea) = P| EE TE, — ean] 
(1.5.13) 
X Fur Tg Pf—rt, ， (1. 5. 14) 
Po Jw—9(,,0) Gg J-t0; — 0,00 X 
(Ff Hr —r)2-8(8,,0)8€6,,02 (02-0, — 1) 
CHP 8G. m2 — 17 8G, moi] oy Kronecker EO, (1.5. 152 
JW.sXe-max(,,9, — 1. (1.5.16) 
WE (1.5. 100 Hp x P138 4089 US Ga / T Ga Hl ELE RF 
以 化 为 部 分 分 式 


eD + SYM, Gotz (1.5.17) 


其 中 6,708 z9—06U.—m$ 70, —1 KH ger) =t, 6,—0 Bf o 
Cau) 0. 在 运算 DUE, 《1,. 5.17) 化 为 


EJ — yd XC 
xg mn Qe) 十 xx essc e Dey 7 
24 zx 时 化 为 


rg? Oa) + SD ef Dee mI Dee 


Jj l 一 


As 
(1. 5. 18) 

由 此 可 知 (1. 5. 1190) 中 公分 母 可 取 为 (不 一 定 最 简 ) 
ec) = [Tl sear 0.619 


这 时 wlz) 由 (1.5.12) 表 示 时 , C1. 5. 132 E C1. 5. 15) 是 显然 的 . 

当 00 对 于 2 Iq 7 T Ga) 4 fami — 1 时 它 化 为 0, 当 
P'qzm, — 1 BEHUX S 9s, 1. 

当 8,770, E B E 5,0, 901. 5. 180 65/8 — An PAM FT 91 
的 项 化 为 工 的 多 项 式 , 其 次 数 委 同一 1 一 和 一 1( 或 为 零 多 项 式 )- 

HEN 0,70 X 0,7» ONE We) Ew W GO A. 
5. 16) 成 立 , XO, A 6, 有 一 个 或 两 个 为 0 时 (1. 5.16) 也 显然 成 站. 
又 易 知 zeF,<sro, 因 而 根据 定理 1.5. 278 Gus.) € Ce Go). 证 
m. 

Q3. 1 u-—1.u—2,u-2.u78,€10(2,—1,0,0). 

. v = 0,9, = 4.4, = 10,6 € K3, — 2,0). 
Wd  f(D—r—1ygo—zrG—1DG-—2). 

8, —2,0,—1,5,770,5 —1,5,772,t753. c4 770,0 = Lr = 2. 

Puxs2+343+4—-2°3=12,%0=4,1 SWS, 

求 得 wt) = rr) — (0— z)1 0 — 222, T 
WCG FAUSSE svo ;usvs 由 wwCz) 确 定 的 递归 关系 按 悦 ,5. 
4) 求 之 ,于 是 得 (uso. ) ABR 

W (x) = (8x— 28x! -- 50 — 48z* -- 1625) / (0 — 16x o- 132 — 
12z 42). 

推论 1 在 定理 的 条 件 下 , 若 x) eo AAS 


eG) = Min eae), (1. 5. 20) 
Wir) =W i LE- abed, (1.5. 21) 
gu =7f +e, ， (1. 5. 225 
FH =f + gs DFE 

—88,,1) 2 F+8(8, 198,51). (1.5, 23) 


推论 2 HEB AAT GE 0,—0,—0.9] W OAR RERCAF 
x. 
定理 1.5.? BPP BS IE D GLO 的 极 小 多 项 式 为 F(x)， 
它 全 部 互 异 的 特征 根 汐 b, ns Dy RER Sp BIS FFE 9 888 E * 刚 {z 
-2R 


€ QG (20 HP 
eG) = [T[L.,G-55Y677,  Q.520 
相应 的 母 函 数 为 
Wika) = cem -wsDLELLa-esont T. (1.5. 25) 


iy Cx) Hc1 
X Juw-2t- Pfi, (1. 5. 26) 
d'a = Jw, —28(9,,0) (P £4-10,—1242-8€0,,00 (20; — 10. (1.5. 27) 
而 FHP 4-0,— 1. (1.5. 28) 


由 定理 1.5.6 中 wir} 的 表达 式 (1. 5. 12)， 难 以 看 出 其 诸 根 的 
重 数 , 因 为 可 能 有 o6 hi h o5 E buc, =b, 这 就 给 进行 推广 带 
来 了 麻烦 . 为 解决 此 了 矛盾 ,我 们 给 wz 提供 一 个 补偿 因子 

BO—ILJIE,;G-s5€ovtve, 
4 glx) = GG) = DLL To be. 
这 祥 , 在 gCx) 中 ,如 果 把 每 个 sx; 和 BR b A cs PRL ms 
和 记 个 单 很 时 ,那么 每 个 6 SRT c 相 莱 了 一 次 . 这 时 ,把 (1 
5. 13) 的 分 子 分 年 同 例 以 相应 的 补 屡 因 子 

BCX) = Tt. Ja — bc,r) m 19,79 
后 ,我 们 就 得 到 定理 1. 5. 6 的 变形 ， 

定理 1.5.8 TER Re JEA te SA {oe be ASP 
别 为 SCAN g Cr) BUFR SD RIDE biote be Bh cy et en REPS, 
m=F g ouo.) € Og). 其 中 


ate) = TTL TT 86), C1. 5. 29) 
TH FER] BE ER CON 

E -o* m An 
Qir) = go —oIf[Ia-eseo!|. asaào 
qo ois pal 7 . 
又 FqHPf + Fy. (1.5. 31) 
d-uPf—9,0Gg—0,, (1. 5. 32) 
而 PO Og 4-max(8,,8,) —1. (1.5.33) 


E 1.5.9 设 复 数 域 中 的 序列 {wn} 的 极 小 多 项 式 为 
» 2G 4 


FG find, BOR ba se sbu im sn ED 
Cqia))s 

Ev ^ g = [I TT bbe) — 0530 
AAMAS wR 


Qiz) = Gets? = coL Ta — by, rnb m), 


i=l i= 
(1.5. 35) 
X Pa = Hes. (1. 5. 362 
eg -ll.G4-—65. (1.5, 37) 


k—1 
而 FO. < Fg. max [zx 一 They, —6,),6,2— 1. 


i=] i= 1 
(1. 5. 38) 

证 2£=2 时 由 定理 1.5.8 得 证 , WEI &— 1 结论 已 成 立 . 仅 
管 qa IR Ed ut 人 的 极 小 多 项 式 , 但 根据 定理 1. 5. 
5 的 附注 ,我们 仍 可 应 用 定理 1.5.8 于 g-i GOL. Ca. EAA 
纳 假 设 挫 出 (1. 5.34) — 0. 5, 378 RE SE AR B8. YL. 5. 33) 应 有 
FOX gmax lA, 0,0 — V. A 6, , = Pg —9 c BIB 
假设 即 得 (1. 5, 380. 证 毕 . 

定理 1.5.10 设 复 数 域 中 的 序列 ta 的 极 小 多 项 式 为 (x)， 
TJ =d, RARA by sba W] GL) € DGs G2) ;其 中 


w= TT Te a6, 5 39) 
FB BY EA BE BR 


Ww, oe p, co Lf daas bya, 


) n 
(1. 5. 40) 
X Pa, = CT FA), (1.5. 41? 
fi, = (rf — 8), (1. 5. 423 
PW CPP C mir —8;--12Q8fo— 8 — 1 (Z2). 
41.5. 432 


+ OO 5 


此 定理 为 定理 1. 5, 9 的 直接 结果 . 只 是 在 推导 (1. 5. 43) 的 过 
程 中 利用 了 dh —(d—6,)* 260, (G2) 

研究 F—L FFF iy ASAE IST BE ERIS] RAS. Tm 1. 10]— 
[1.17j, 其 中 绝 大 多 数 是 研究 二 阶 , 三 阶 F 一 L 序列 的 情形 或 其 他 
特殊 情形 . 1991 年 ,[1..101 中 在 相当 于 上 述 定理 1. 5. 10 的 条 件 
下 ,得 出 了 


air) 一 H  — bn eebgir), (1. 5. 44) 
prota at 
vgn 
A "E 1) — d ms. (1. 5. 45) 


(Eh zs SERE FCOMPIUS BG, =0 HARE PIE. TEXT A 
BRR 6->0 MRE S 6-5; 57-0 等 极限 过 程 来 完成 证 明 
的 . 该 文 作者 在 附注 中 说 ,这 种 证 明 方 法 “不 一 定 给 出 最 可 靠 的 结 
果 . 然而 对 那 种 情况 应 用 Hadamard 定理 和 Cauchy 残 数 定理 的 确 
ACHR RET.” 


$1.6 通 项 公式 与 求 和 公式 
1. 6. 1 由 特征 根 表示 法 导出 的 通 项 公式 


HAL. 2. 30r EISE 
定理 i. 8.1 X la, ane 20, B3 ESTER Rye ttt X Be, ME: 


ACTF JU un ? G--0, 7 k DNAD A RE 
uo Vie M Qt tui V Ce. UR. (1.6. 1^ 
(boy abo at! 
: I 
' 1 X3 xi TES xd 
deg Vitae sry} = ' ? 7 l (1. 6. 2) 
Qm TRIPS vee] 
O1 ns ad oce aj 


AY Vandermond 473 A, Vy OD4 v no M REGE Easier ni 
和 的 行列 了 于， 
Hie CEMA T uca KEA AE 
(«31 


thy = S VOC TV CRs xn). (01.6.3) 


此 公式 或 后 面 的 (1, 6. 8) P Binet 4e xk C1. 20 ].[1. 217. 
Bi 1.2.8» X1. 2. 9) 我 们 又 得 到 
定理 1.6.2 Wb n.n AIRS REX Ola. ad 
特征 根 ,它们 分 别 为 mim Emm =e, Mi O HP RE FF 
A mo (i0, ,一 1 的 通 项 公式 为 
D ZU Gu UCR zis stem), (1. 6.4) 
其 中 Un Oo 


x, xi e zb 
0 1*x, 2+ x? one (— 11x! 
Q Ute ag, 2 * i (A-19 lz 
——————M eM. |. (1.6. 5) 
z Eri ai} 
0 L* x, 2° 2x (k— E! 
0 Yeux Wrest o Choy ito 


而 UR Cayce cepts noe UG 7t ongt cmm) exis 
eS PI gym at sia ud RAR M enri en zt, 
ty xpnrb,ttmt ix .所 得 到 的 行 FAR R 
e SWP Cay sett EM t W Cary t Eo ttum, 
(1. 6. 6) 
JOB W R38 U vb Pa BRO, ad Br Go Lee stir 0, ,mm 一 
1;j—0,,R—D,WI tdi UL 作 相 应 代 换 所 得 . 
推论 ”在 定理 的 条 件 下 , 任 一 E 吕 的 通 项 公式 是 (QQ 代 之 以 
U kW) 
zt = y» QQU Cary mm sat, party v m/QG mimi ma. 
(1. 6. 7) 
1.6.2 PBS BOE AS SA 
+32- 


定理 1.8.3 KH tasca HAS) LAETI BETR eit 
e, ds EC RHET COE SEUP:E QD YH U, Cr), W u 的 通 项 公 


式 为 
A GS 


34. 0.6.8) 


ü, = POE 一 2) = D4 
jar 


证 0.5. Dou 的 母 函数 
U) = O60) /Fla@) = Db/ — xm. (1.6.9) 


HF Tw. = IIa 一 xx) . BO. 6. 90 PRG [S] 3E 1 一 zz 然后 


1—x 


je 


k 
Sara Bb= 28°C Go/LlG ap. RACH = 
1771 


ite 
U.C) AAC. 6. 903: RT 2S z ORR RIA c^ REP 
得 (1. 6. 82. 
CHE JPY RA WEAR (1. 6. 8) 5 (2. 6. 3) 是 一 至 的 .又 当 有 基 个 于 一 0 
时 上 述 公式 仍 适 用 ,只 是 规定 其 中 "二 1 BW. 
Hit EEEH T O 中 基本 序列 2 的 通 项 公式 是 


jel EER , . zi 
C2 = Oye y -— 25, (1.6. 10? 
= S SUP GS. ' (1.6.1 


定理 1.6.4 Baye Y Oa.) NBER 
的 特征 很 ,它们 分 别 为 Pel st M ood] mh, XE a 非 奇 
异 ;, 则 任 一 所 部 的 通 项 公式 为 


Hu, — »» PDT " 2i d XP. (1.6. 12) 
其 中 页 由 3 WR UC) — DG) [TOW d 
Uta) = Dy a, G wes (1. 6. 13) 


确定 . 
XE HEM UC n] ER EET oak (1.6. 130. Xa) 
. 33 . 


BBRRARA S| TFT Later, iacta. 


at j— 
推论 ”在 定理 的 条 件 下 有 
um D an’) at, (1. 6.14) 


其 中 dg Ox mo 1 5 n 无关 的 常数 . 
[ikT]34 SSRN. 于 其 母 西数 可 能 分 离 出 整 式 部 分 ,这 时 
通 项 公式 需 分 段 表 示 ,. 对 以 后 的 求 和 公式 不 另 说 明 - 
下 硬是 不 含 特征 根 的 通 项 公式 ， 
定理 1.6. 5 it u ENC, "^ sau) aui u 的 通 项 公式 为 
t, = Se 一 4s, — nt o dug) X 
> en Con 
Ce X, 0* = 1). (1. 6.15) 


证 HO 5. 2), 1/7 GO RE REM 
1/7) = y (aux e aix! + oe az! 


= 5 | . . | deant 
imo hi fps ttt pty 
x 2 T nin 十 五 . . 
= 5 . . ay gaz, 
=Ü Abr ki m i a "t; ty 


以 之 代入 (1.5. DAMO. 5. 4) 即 可 得 证 . 


特别 ,著名 的 Fibonacci 序列 依 此 定理 有 通 项 公式 

ret [x34 4 — \ 

Kf. = Zh, J= 之 | ; |. (1. 6.16) 

[ 注 ] 线 性 代数 中 有 把 行列 式 化 为 了 ~ 工序 列 的 项 夯 求 全 的 技 

Ij. 反之;F 一 L 序列 的 通 项 也 可 用 行列 式 表 示 . 事实 上 ,在 (1. 1.1) 

中 依次 以 Osl, n—& 代 2 可 得 关于 fgg "9 Ha 的 线性 方程 

组 (am 作为 已 知 ), 由 此 可 用 Gramer PADUA HE u 不 过 ,此 

种 行列 式 形 式 的 通 项 公式 中 随 着 ”的 增 大 其 行列 式 之 阶 数 也 很 

X. 

1.6.3 求 和 公式 
= 346 


定理 1.6.6 d Aapee SN DALRA IE x, 
e noU GÀ uec Oe FT zz 的 初始 多 项 式 , 风 的 求 和 公 
式 为 


Fan zl 

其 中 当 r;—1 BE X GI -D/G-D- n+l. 

此 定理 可 由 (1, 6. 8) 直 接 得 证 . 

定理 1.6.7 B rponn WEAR TH Kassan =N 
FERRER IER, ENSS Fy . "** Ph E.m +H tom, =k, 
€ OAR ERROR U G0 —U. GO /7 GO Il] wu 的 求 和 公式 为 

1*.34 1 非特 征 根 时 ， 

8, -FE + Yat Tila. (4. 6. 18) 


Egra) 7 了 一】 
其 中 PET R OMAA 


S, = Zu = => Volz) 1 (1. 6.17) 


jog o = (1. 5. 19) 
— X 


确定 ; 
2*. 当 1 为 特征 根 时 ,如 x, 二 1, 则 
s= Sal" ti y+ Oda" ty en 


(1. 6. 20) 
其 中 2 Hp ASU (zx) 的 部 分 分 式 


=, Tl 


d, 
= 之 《IE 一 ee +> qs d — Sy 


= j=l 


1—7- 
(1. 6.21) 
确定 . 
证 RIMES JEENE ,Sx = 于 二 UV ET 
1 非特 征 根 时 , 它 的 部 分 分 式 有 形式 {1.6.19), 且 可 求 得 C=U(1) 
—Ü.O0»/7 00. 其 余 伪 定理 1. 6. 4 证 之 . 25 1 为 特征 根 时 ,其 部 分 
。35 。 


分 式 有 形式 (1. 6. 21), II RR PRE. 
定 捍 1.6.8 Buea. .a), Wua PRAARH 
Da = PC? — diy o, — de) 
AB tee DAL maj 
( + el 


: . (a, + 1}4 Ca, 一 a ia 一 ai)’ (— aen 
I fan 


Gg X. 0 = 1). (1. 6. 22) 
证 2) Fe) = 0-3) —aa— az! —*—aa)-1— 
Ga, + Det (as — ay a be + aa! — a) CE EY RT 
REH 1 6. SHB Aa BRE BEG BRA DID San = 
Ota fC 一 xX) 了 (zy) 证 之 . 
特别 ,Fibonacci 序列 [f.} 有 求 和 公式 


S, = et" =i- | (— 1Y277-*, (0.6.23) 


< 一 由 t 

兹 证 明 如 下 B CL. 6. 22), 
一 r++ PEE 
un PM rt | rrr Ec, 


HOARE aa (90, FE S, 一 D (A 《一 1)'2", 
HH nm Ep HE. 


FRR RY. Sm foe Ate th fie 1 TEE 
#1. 6.23991 (1. 6. 16) ,就 得 到 如 下 组 合 恒等式 ; 


It4—D/3J [tn 13/23 
n——l-28|,  e—i-m. "ti | 
| | (— px 2i | 1-5. 


PECES 


(1. 6. 24) 


$1.7 M Hj 性 


1.7.1 ABM EMA 
At SR FRED FETU Ge) ,车 存 在 正 整 数 + AE EK ne fl 
34 AL nm 时 有 
* A * 


Hat: = Har C1. 7. 12 
DHFR Ge TAM nm 起 的 周期 序列 ,* 称 为 它 的 周期 ,m 称 为 它 的 预备 
周期 ,使 11.7. 1) 成 立 的 最 小 正 整 数 称 为 它 的 最 小 正 周期 . 以 后 周 
期 一 般 均 指 最 小 正 辣 期 , 若 no 王 0, 则 称 1u} 为 如 周期 序列 . (20) 
周期 为 上 记 为 Powe 

引 理 1.7.1 3; PDSt Mla} ER —D. 

此 引 理 说 明 几 周期 序列 必 属 F 一 L 序列 , 顺便 寿 出 ,由 前 面 的 
定义 可 知 , 周 期 序列 的 定义 不 论 对 奇异 或 非 奇 异 PL 序列 空间 
3h Exi HA. 因此 如 无 特别 说 明 , 本 节 论述 对 奇异 空间 同样 有 效 . 

引 理 1.7.2 i PD —: fa} 之 预备 周期 为 n 又 正 整数 1 
适合 nen, [oaa =u,» Ue. 

HE et! =metr,0sor<ce. OW] amak Osn) EÈ uo; Septem 
= tayr Stn 48 AO WS: SR MAIS, .r= 二 0, 即 ele’. 

5]38 1.7.3. E QIEH, iua) CQ, yao) 为 周期 的 ; 则 必 
为 纯 周期 的 . | 

证 REO. 7 DH nen m0 ETE BRE. B B UH AE EUR 


Un tacit: T Ain kac za + 十 P LL + Gifs, — 1r. 
由 二 期 性 ,上 式 化 为 

Hata) S 外 zi do ctt 十 ica, E aus casu. C1. 7. 2) 
再 由 递归 关系 有 

Hyg) S HS e Tou Ay as + VLDE (1.7. 32 
Ig a. 7. 2 Rl 1. 7. 2048 

aM 41 m dae, 1. 


"^ a,350, I uu ie mu ois X ns — 1220, 3X n CR MA. 证 毕 . 

引 理 1.7.4. Xp Gn sa ER (uo ENES 

Uic. FE ua. 十 … dE a, cuts (1.7. 4) 
DU) (a, } ABZ THE FS 90. 

证 Biim) WAU. aie. UR is asma 
Hay sas s TE d; | HR E La s a) auia set dau iX S 
BATE. 证 毕 ， 
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5] 1.7.5. V Qa, a) SPAR (Gu) € 2, POI) =e, UT 
一 切 n€ Z,IO: 7. DRI. 

WE A3 1.7. 3 BC. 7. DX n> ir, 然后 利用 (1. 1. 
7) Bf FEF) nco 时 也 成 立 ， 

定理 1.7.1 ew Ci 0, ,8— 09 OQ , a DES DERE 
5j, mi 

1*. 2 非 奇异 时 uw 与 TY BB AO s 

2°. 若 at rA AR r ME u En KAAR r H t lt: 

3.3 a, ,5£0, n^ n ^ 73975 RA ae? A, H 

Pa?) = lem (Pw) Pay), 人 人、 

HE pHa. 1. 15948 XE s 

2. B Pa? 9?) zr AAC. 1. 200 Ff 1B ui me Crean) MK 
Gu S ERAS PER SLE. 1.7. 2 知 其 周期 1 rs 

$. 设 PO ?)-—Ót Pe PP) =e, AL 1. 1604] un ee 
是 周期 的 . POu ^7?) — 2, Ilem Git, 42. 由 已 证 之 2790 fle. X. 
Bi C1. 1. 16281 uf; — ut Pour REA =L 

ARLE AD. wt o Ray OP Ae P. 但 值 
FERNE DZEPA. 例如 对 02.1, - 2) d —1-—(0/ 


S[z-—OaiyT.aP-a/2ii-o-iy bu? -—1/24- O/6). 
(—1Y 0/32 * 27 EP OAR E u s HE 
周期 的 ， 


1.7.2 周期 性 与 特征 报 的 关 杀 

设 8E DV R PEE RR fE l i LERA ERM 4 之 
t0 5*1. RR 2 为 8 的 阶 , 记 为 ord (O0 =r BRA 

858 1.7.6. F ord = XER AIA =1, Mela. 

3|38 1.7.7. F = Cre yw); 则 在 非 正 则 运算 下 ord (0 FF 
EZ TEER A ordir) G=1.- OIF, H. ord (6) — lcm. ord 
Gr. 

定理 1.7.2 2 QQueocco.aOdESER 7 AE bE, 

a 28 E 


让 人 为 其 基本 序列 , 则 POr* 77) =: 的 充 站 条 忻 是 8 为 真 信 和 数 
EL ord (@) =. 

证 AE. Po“ =e, EHI E721 2. nm 

任何 基本 序列 u E 
WU = aE m Opek — 1) 
于 是 PT uil Dor a, 
my SVP tp ty grum. 

OSES SF. 和 NC 多 沽 0, 故 8 可 道 ,因而 得 8 全 1. 
. RM OE. E EDO WART zx AO CHR. AM (nc?) Ea, 

它 显 然 非 局 期 的 ,这 与 定理 1.7. 1 a. A nr HE 0-1, 
Wi] 952-0 S B uL PO 1 ra, mu) 9 i-e du EE 
OAR & HTC. ^. 8 5[28 1.2. 6 (Ru? ut aS SEH 
盾 . ord (02 =z. 

充分 性 . Word (8) =: H 0 AERAR Ot 仿 必 要 性 之 
证 明 得 uL Su ut P A Ra. SEE PO 7D 
=ord (#) =z, 

在 数 域 交 中 ,如 有 重 根 时 ,其 他 序列 仍 可 能 为 周期 的 ,如 OO. 
—2.0, — DETERS hi iS HUP w(0,1,0,— 1) 40. 
1,0,— 1. A Fi HB 4. 

1.7.3 周期 性 与 特征 多项式 的 关系 
设 OREA ,车 存在 正 整 歼 上 使 得 
i = (mod f), (1. 7. 15) 
则 称 7Fz) 为 周期 的 ,使 上 式 成 立 的 最 小 正 整 数 EA SHA 
期 ,并 i POP Ce ee. 

引 理 1.7.8 Æ PO GO) st XEGE n € Z- m1 
fmod f IM zl. 

定理 1.7.3 it m rg Gs ee DENA. M Por BITE 
BEARER POC fate oct ELO, A73 Ge t AI TIE 

HE ERE. UE P=, FS JE] EH 29 ros 


iy Hyg. = tin nz) E 
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即 Us tng ec tinta CO), 
un) € Cg», 
其 中 girs rnt atat 15. 
由 定理 1.5.3 推论 1 mtr) lgie), de Onr om (x) / ah =m, Cx) | af 
— 1. RHA at es fE m Ce) n — l, Mj rr Cm [a (2 — 12. 由 引 
FB 1.5. 2 可 得 递归 关系 
uu, = un > 0. 
RS: ELFA. PO aS. RF bo cn Mm 之 意义 
7A.. rba = No. 
充分 性 . 设 POnG2/2*-) =t, MH C 7. 5) AT (ae) € Arth 
G'— 120 Ai Cu.) A RABY. FP Be H E REHE. 
推论 1 BE me Cr) fll 2 er) Cr 0) 4-8 Jg Gu A (o RAD 
EMA, MP FA Fe] M pH [RT]. COR EY 8D TT eS AE r. 
推论 2 Bul PH Naya) 一 人 (f(z)) 中 基本 序列 , 则 
wu" 为 周期 序列 时 有 PCa FP —PG)/27. 
定理 1.7.4 设 非 零 序列 {a.} 的 极 小 多 项 式 为 mx). NP 
(aD —: 的 充 要 条 件 是 mx -—mO/z'- EE SEHEN Be 
位 根 , 且 设 这 些 根 为 nc, 时 则 有 
t= lem ord Cz. 
证 SEA 1.7.3. HEX x 一 1 的 根 既 是 单 根 叉 是 :次 单位 
Ti. 再 注意 单位 原 根 的 意义 即 可 得 证 ， 
定理 1.7.5 riu ;fw 和 {ws} 的 极 小 多 项 式 分 界 为 PG, 
ELOR feg ged fle). g G0 1 , Bj 
1°. 当 {} 和 {ww} 均 为 周期 序列 时 , {w,} 也 为 周期 序列 ,反之 亦 
A 
2. 25 1°) AR EIE RE 
Pw) = lem(P(u), PC»). (1. 7. 6) 
实际 上 ,只 要 证 明 如 下 的 引 理 ; 
5]38 1.7.9. Rf) E GO HORE MA, p PE 
. 40 FI 


zx" Y Püg(GOo/x ) 拘 存在 或 PCOS GO g G0 /a*7* ) 存 在 时 
PGGOg G2/x57*53—lem(P CF) fe"), Peg Go / 3509. (0.7. 7) 

证 OV FC) CDR, NURSE: 0,0. 94 PCFGOgU/ 
are 时 ,可 得 

zz] (nod Tr)g Cr /ry). 

于 是 . 
Xl(mod fx) /rR mod gi). 
PG) /2f0R Pg) HEBER e. dob Zr sje 

RZ PO GO /270 & PG MIHE, B] f a! 1(mod 
FG fait mod g Ge») ,但 (x) 与 g Gr EE. ATT s=] med 
FG)ogG)/2z*). Bt PG gla) /x) =: YETE B tls. PLB ts, 
证 毕 . 

利用 多 项 式 的 分 解 ,上 上述 定理 把 对 多 项 式 的 周期 的 研究 转化 
为 对 形 如 fo! 的 多 项 式 的 酒 期 的 研究 . 但 由 定理 1,7.4 知 ;车 r+ 
z2W fixY 已 非 周期 的 . Bob RIURLUITERS TRE DUE AR. eai 
DORT TEE Se ETE BERE VERE SE. 
1.7.4 周期 性 与 联结 矩阵 的 关系 

为 简便 , 当 Q(x) 的 联结 矩阵 为 4 时 我 们 也 记 Q= NCA). 
由 环 Mr ASH Fle V/A ROE, FETT S| RAY 
— RAAF AREA Oe Sl SUR sg HE. 为 了 说 明和 矩阵 方法 ， 
RRIHTE HIDE PE RTE. 

45 FF FEE EM e. RR RR F ME 4 有 AE, ER OE 
上 式 成 立 的 最 小 正 整 数 上 为 4 的 阶 , 并 记 ord CA) =+ 

5]281.7.10 #ord(A)=4i XEFE € Z^ iE AE, 
E. 

设 数 域 P 上 的 非 零 序列 二 € DGROD) —QUD ,车 miru 
ARDET UEM 为 HER. 

5H 31.7.11. BA F EBSSEREIE SI n € Qa, a) =O 
CAD U, Au sa a 列 . 又 设 在 F EO. 5) - OOMD Gi 
A) WU M IX v BY ABRE) JESESR UE TR 

` 4} E 


Io— rank(U, 27, USUS) =r (1. 7. 8) 
H 2. U,—BU, 4-6 QU, HEU o. (1. 7. 9) 

证 BEH. BM Hw PRD AT a bei te 
bunt H brun. 由 此 可 得 ULL ben ih $b FOU. 
4 n=0 BI 4S C1. 7. 90. Bip A UU 可 由 
[23K U1. UU, 线性 表示 , 若 能 证 后 一 向 量 组 线性 无 关 , 则 
得 (1.7. 8). 反 设 有 不 全 为 0 ERE cee oe Beate bU. 
二 0. 设 上 式 左边 第 一 个 非 9 系数 为 aitSr 一 1), 则 己 一 工 -: 
Uite dU. d —c/ceGz0,,:2—1). RAR A PR ULL, 


d, Uca H RU. IEEE n € OG, suero ins M 
之 意义 了 矛盾- Big E E. 

充分 性 . 投 (1.7.87 和 《1.7.97 成 立 , 则 由 (1.7.9) 可 知 € 2 
(bj 50. FEVER rcr E m € DG, re), W U, S= eU, 
Tee eU,. ZAC. 7. DAFA. 故 证 . 

fA. Ew CNG, 一 5，2) seo 2. = 3 = 5. Rw ZR) 
BE. 

解 由 递 妇 关系 Hata = de — St + 778 及 初始 值得 us—9, 
it, —17 su 2233. SRE CU, LU, U EAM $031 A M83 ER 
TÉ t 


Hy WH} Ug 7 9 5 —2 0 1 
atto ify “= 5 |= 3 1 ol 
2 i, # 5 3 2 0 0 0 
“rank (UU; ,U,5 2 HU,=3U,— 2U,, i u ZW RE A 
(3, — 22 Zi f BT 
3 —2 
«- 7 
1 Oo 
二 解 dEG.—5,2) 8. 之 特征 多 项 式 为 fF mx ax 
十 5z— 2,9210 08 E Ue) = t —5x4-3. ged f (x2 ,Uo (x22 
=r- l,i n Zeh ma) = fr) / (eo — 1) = 2? — Ba +2. 
. 42 * 


下 此 得 同一 结果 . 

定理 1.7.6 d$ DG. 2a: = QCA AR af u 为 其 中 基 
本 序列 , 则 PO 479) MEERE ord CAD =t. 

证 ”必要 性 . 设 Pu) =, RD TEAR FA w^ € 064) 
MURS uu, 由 此 得 A AY OAR ER, A RE 
A SE. RA AT AS ERI AHA", ERE aD Hel? ah 
与 :之 意义 矛盾 .部 ord =t. 

充分 性 易 证 , AME. 

定理 1.7.7 uc, s.a = OA) 4, 40a = 
=a = 0. A n ARR DRE. MO POD =e HERRE ord 
CAD 二 t, 其 中 4, 是 有 4 的 前 7 行 构 成 的 主子 阵 ( 称 为 4 的 r 阶 首 主 

Ei: | 

证 ”必要 性 , 由 定理 1.5.3 之 推论 3,0(4) 中 基本 序列 4? 
与 有 相同 之 极 小 多 项 式 , 故 着 POW) 一 ty 则 Px?)==z, 今 取 和 站 
VOLI ETSI ILES RT X GELI V Cr220) ,其 中 一 
—r, FE Pin" U75—t. X. OCA SESH EB EXE 1. 7. 6, 0rd CAD 
=f, 

充分 性 . HD EVE Bist YE. 

1.7.5 BW ERN EUXX 

定理 1.7.8 WucOCGG) A EBM U=, e 
了 (Cz) 为 婚约 的 ,网 PO) —2 B8 TESEAE (HE POT GOD =. X EB XC 
M PO oF —1 时 un 为 纯 周 期 的 . 

WE B. 5.9) 及 和 母 蚀 数 的 茎 约 性 知 存 在 r 半 0 使 tx)j/w 为 
u 的 极 小 多 项 式 , PO 一 :个 POF/ 二 1: 时 P(F(xX)) 一 t. 太 
OT 一 1 二 7 十 Bj 一 1 而 当 u 为 纯 周 期 时 9/ 二 0, FS 
7 一 1. 反 之 , 当 wu 为 周期 的 且 TOLTI —1 时 , 设 了 (zx) 一 1 一 bx 
—  —b,z! 6,520, WU d 81 3E 1. 5. 2 Lu € QD n 450 ES [B] 3E 
奇异 .因而 为 纯 周 期 的 ， 
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第 二 章 。” 有 关 F 一 L 数 的 恒等式 


本 章 主 要 建立 涉及 F 一 L 数 的 各 种 己 等 式 ( 其 中 包括 我 们 的 
一 些 新 结果 )， 作 为 进一步 研究 的 重要 基础 . 我 们 在 第 一 节 先 对 一 
RAE F-—L 序列 的 恒等式 进行 讨论 ,然后 在 以 后 各 节 对 二 阶 了 一 
L 序列 的 恒等式 进行 较 深 入 细致 的 讨论 . 士 章 建立 的 F—L 序列 
的 各 称 表 示 法 在 这 里 将 起 关键 作用 . 本 章 只 对 非 奇 异 F 一 I 序列 
空间 讨论 ,序列 下 标 除 特 指 外 均 为 任意 整数 . 但 我 们 指出 ,那些 不 
用 到 非 奇 异性 的 结论 ,对 瘟 异 空间 仍 有 效 . 


$2.1 高 阶 恒等式 


2.1.1 基本 引 理 

关于 高 阶 P-L 数 的 乙 等 式 ,各 种 文献 中 建立 其 少 , [2. 3]~ 
[2. 5] Rt & Bt FL 数 的 基 些 特殊 情况 建立 过 车 于 恒等式 . 1991 
和 1992 年 Waddill^-* 0318] 4g RE d sie vr T — ERU F—L 数 
的 一 些 新 的 恒等式 ,但 他 的 方法 不 通 于 推广 . 我 们 采用 新 方法 将 他 
们 的 结果 推广 到 最 一 般 的 情形 ,并 补充 车 于 新 型 恒等式 ,特别 是 关 
于 屠 积 及 和 式 的 恒等式 .我们 的 方法 不 限于 征 阵 方法 , 土 章 建立 的 
各 种 表示 法 均 可 有 效 地 运用 .这些 方法 的 运用 主要 依赖 于 下 面 的 
基本 引 理 ， 

引 理 2.1.1 HOW Qaa — QUK GO) CAD RU & f 
特征 和 根 , 若 下 列 条 件 之 一 成 立 ， 

1 ST bat By xrtGnod f). (2.1.1) 


2*, Qe = Sins (2.1.2) 
«dé E 


s. m Aes M GA, (2.1. 3) 
其 中 mop € Z mi bc —1,.-,.mpj—l.e ,有 为 分 别 与 0,4 35 
关 之 数 ,( 在 (2. 1. 20m FV. Ao) TE wen 


D bw = 2 ese, (2. 1. 4) 

X At dS ie 2th Mae. 

证 根据 F 一 L 序列 各 种 表示 法 及 其 叭 一 性 ,由 (2. 1. D— 
(2. 1. 3) 的 每 一 个 均 可 推出 中 诸 基 本 序列 适合 (2.1.4). 又 各 为 
诸 基本 序列 之 线性 组 合 , 故 它 也 适合 (2. 1. 4). 

反之 ,着 (2.1.4) 对 各 中 任 一 序列 成 立 , 则 对 诸 基 本 序列 亦 
PR E CHE HIC. 1. D (2. 1. 32 DEB. 

[ 注 ] 上 述 引 理 指出 了 一 个 把 关于 0,4 的 多 项 式 恒 等 式 收 
为 关于 w 的 线性 恒等式 的 法 则 , 即 分 别 把 zx,9.4 的 指数 改 为 w 
的 下 标 . 这 实际 是 Lucas 及 后 来 一 些 人 所 使 用 的 符号 方法 的 理论 
fg 13.02.27 

2.1.2 E% Faft, 3€ (589 fe S6 sx 

EH 2.1.1 B mcü(G.a0-—üCf G2) —0CA),u? Ga 
0,7 k— 1229 (m EAE FE SUI , bt] 


k 
1*. pri = > ow € = b» uf neus (2. L 5) 
2°, hha = ee £2 w TUO, a 一 Dit ons (2. l. 6) 
d. wo = T uu, = M uw (2.1. 7) 
4°, n> On 
n . 
Wear 2) Cop jd x 
igre tyes tor ay 
dimid, eo 
aH] Waa- Dr DE te tay US (2.1. 8) 
5*5. n> 0h} 
-—— aR aig n E 
Wos = 0; 2 VO» "ME ax 
ed) Le 
iy e 
diiva naranai £2.1. 9) 


TENE 
MC DW iyt bn, tty aer 
47748 
AHE (ur i) at Thi. otal) æ 


uc PIPER 14-4 a, az" 6i pt 


证 1°. 由 TI mr 


由 引 理 2. 1. 1 即 得 所 证 . 
证 法 二 
证 法 三 


WW, Rm 23 n A.W Wi. =A AW, 


. | (Qu ys X 


ty 


(2.1. 10) 


cula 
“(mod f(x)). 


把 上 法 中 = BW OIF ER mod fio. BI 8 dp E NE 


= ATUS. 


AW = ATW es 比较 两 边 第 k fr BILE. 


27. 35. 为 1" 之 推论 ， 
4*5. VA 

理 得 
Att == ATCA) 


= a” 


Dod 一 
Iq 718a 


=a, 1 (At —a, At 1 — A LE) "^ 由 多 项 式 定 


| a E 
METAL 


DEDI 


《一 ai 
由 此 得 4$ m-—018 5*. 
6. AM = (A) + 

上 证 之 ， 
推论 


A= CaP A571 fe eee tel RE) " 


( — dii yeiATt Tr 《一 By, Tc q 


Ar {F 


DP. wa = D uw = Dp Pegs (2.1.11) 
P. wa = Sy Lou ww acr 

=>. few, pe (2.1. 125 
$$. wu = PUN P» S utPw, (2.1.13) 
4. Wate = Dyn Me Debate 


* AR 


= C E . (2.1.12 
5° mi OR ; 


Wa+, = 


aan. h.t T^ ar x 
dyes rigor 
* PU pi eG Dit aen (2.1. 15) 

2.1.3 £ F—L IktoE 53 istam 

FEREARE TAERE aod — Er de WARE 
序列 ,利用 行列 式 , 利 用 多 值 数 的 范 数 等 等 - MEM 

€H. 2.1.2. iE 5,w c OG sa — CA) ,b?f15 70-0, 
es D 5 B) F. SESE on SE xD BBL B 
= (hratt sba) B RO, en bo 


ee 一 NU (2. 1. 16) 
R RE Wari = a ee (2. 1. 17) 


HE AEC. 1.16). 记 Er mW, SI b R n THEN 
和 w ASS n Fl), E HI C1. 4. 8) 和 (1, 4. 118 
(2.1. 100Z ZEXIL— HW, B' Ann AW, 
=B! Anstey, = W apriti 
=(2.1.16)2 438. 
3$ b WEAF w^ VAT, WM 5.10, 1, T RAG b, $05, X 
0, X. 5 ^I bo HART BARA n? ,此 时 (2.1.16) 和 (2.1. 17) 
ae T 5.1.50 8 fr da 3x. TA (2. 1,16) 和 (2.1.17) 可 看 作 
(2.1. 5) 的 推广 ， 
定理 2.1.3 WEITE PI bw, € Masa) MA), 
HAN sra 分 别 表 它 们 的 第 n 列 ,; 则 
det (Hain, W aeu eS Qu 
—(—1)9* "gg + det( Ha, W. Qu. (2.1.18) 
证 AS del AH Qu) 
= (det A") * det(H, , Qu) — HA. 
WRC. 1. DF. 1. 9048 ww. RI zw-。 转 化 为 干 标 为 正 的 
E 49 - 


F—L 数 来 计算 ,手续 将 十 分 复杂 ., 但 由 定理 2. 1.3, 我 们 可 以 推出 
用 行列 式 较 简单 地 表示 它们 的 公式 . 为 今后 运用 的 方便 ,我 们 称 0 
《ae 中 的 基本 序列 wa 为 它 的 主 序列 ,并 改 记 为 a ,又 称 由 
v. aide balay ay Oy OR ERD (2.1.19) 

确定 的 序列 b 为 主 序列 的 相关 序列 ,简称 主 相关 序列 . 采用 上 述 
概念 后 我 们 有 | 

定理 2.1.4 设 u WN, a REA wy QE 
5I ,U, 和 W. DAVE wRLw 的 第 4 列 ， 则 | 


P. wa- =C Igi * det (U nU upit U uei- Wands 
(2. 1. 20? 

2*. an C671) 7a + det, UU, ett Uae Woods 
(2.1. 21) 


证 只 证 1°. (2.1.19 RNA 
det (UU ULL, SW. 
= (1) Mag det(Uo Ui y Ui sr Wm- Da 
——)9 gw... Blur. 
定理 2.1.3 还 可 推广 为 一 个 非常 有 用 的 恒等式 ,这 就 是 
定理 2.1.5 RAPES] Fw, ENa) H,W,, 
+ ,2 分别 表 它 们 的 第 FY. X 1$ uw 9 G-0,-,k— DS A 的 基本 
序列 , 记 A = CaP gore hPa) 则 
Pam te Wama P m dern tp 
Hee e m hU EE 


EPPO eerie iiss 


Lr Urna bh dd exu» 


=(= Da e dea) °| « det CHa, W. Qu. 


(2. 1. 22) 
= 5s 


"ER... 


证 根据 引入 的 记号 ,公式 (2.1.5)( 取 > 一 0 可 改写 为 


Wat Al ,W,. 于 是 (2.1.22) 左 边 等 于 
Alp Hm, Ale, Wasim, “re A', Chasm, 


Ale Heim, A S Wom, A e Qaem, 
Alp Hrn, Ala W nr. A P, htm, 
A's 


P 
一 det GI, Warm, a (QU) 3 


A'r, 
再 利用 (2.1.18)? 即 得 所 证 . 
1991 年 ,Andre 一 JeanninyRichardc E ZFF 89, 7. 均 为 
同一 个 序列 的 较 简 单 情 况 得 出 过 类 似 于 (2. 1. 22) 的 结果 ， 
定理 2.1.6 E 835 Oa. 0B k (LR GER n G— 0, 
UO &— DOSE Hp dE HE AI Ut 
N( $3 uO} = (= 1*7 Pray, (2.1. 23) 
证 HU. 21D E NO —N (= (—1)% at 即 证 . 
2.1.4 F—L 数 的 和 和 式 的 恒等式 
定理 2.1.7 YE rper AW DG, a) — (FG) 004) 
的 特征 根 , 则 aue xr! G1. AT Ey w cog 
Laud = SYL Ca Gua, — wiit 3/7 G2. (21. 24) 
其 中 FO fFGOBEE (8 ER imi 
C, (gy) =g 
AR Gig) =g —ag Tl! (2.1. 25) 
(—0,e8,.£— 2)... 
证 我们 有 
(E ~ gA) 2, Ag = (E — QUAM) AC, 
(2. 1. 26) 
另 一 方面 ,直接 计算 得 , 
: 5]: 


CE — 4A) SL OY — a, A71 — n Eg 
= SOR — a, ACT — we — a Eq 
— mam — a, A5 — oo a, AM? 
—(1-—aq-—-*—ag»0E = JT GE. (2.1. 27) 
于 是 (2, 1. 267 可 化 为 
HODDI- ei 
= (AT — garry Sy! (Ai — a, Al) — - — a Eq, 
ger G=], A 7G, 


XL 
= (Ar — qmm Sy GA Lau m — a E TG), 
(2.1. 28) 
上 式 右 过 分 子 可 化 为 


:te YI gt bY 

= (Ar — A S CA 

= SUC — qmm), 
以 之 代入 (2. 1. 2803F HIS [88 2. 1. 1 HE. 

Hi (2. 1. 28) RUB ERE ORC DO Ang Wee 4 Be RET 

Bil {oT A7 icd 
ON max [2i] Ix ll AI, l 
JI< li Al min Jai? lt limq""? A —0, icf 

推论 FER IRAE FS lg | min [xz [Bf 


Lanes = X). Cw /F@ (2. 1. 29) 
在 上 式 中 令 r=0 并 把 9 换 成 z, 所 得 结果 恰 与 由 的 母 函 数 表 
达 式 一 致 (参见 (1. 5. 7)). 
定理 2.1.7 具有 广泛 的 党 义 , 在 其 中 赋予 z 不 同 的 值 , 可 以 得 
出 形形色色 的 F—L 数 的 和 式 的 恒等式 ,推出 许多 文献 中 出 现 的 
一 些 结果 . 但 此 定理 还 可 以 进一步 推广 如 下 3 
2 5235 


定理 2. 1.8 ix ype Ly 为 Mars =A) =2CA) 
CF EHR EC Z ged Ga) Ce a) Sa 一 太太 一 
b ir—bagix)-—1—bz—e-—b NN qÆ i=l, kat E 
fil € 05 

Dp Wit = Mae (g) Gu. — Wentis 

(2.1. 30) 
FP C (oB. 1. 25) FAR a; Fg pc 29 50; BB. i13, 
—]1-:i. 

AE OY fo gtr), £40 50, 8 CAT 2 0. E] Ha , E19 e sg RE 
2.1.7 证 明 的 过 程 中 ,把 A Be A (B. AT RED LIE os RRM o — 
lem ;把 JG gq), Bl rp 483 E BE I) WE EH. 

推论 ”在 定理 的 条 件 上 , 当 191<min1z IRE 

Dywed = 了 Cr Gag). (2.1.31) 

此 推论 包含 了 [2. ?] 的 结果 作为 特例 ,完全 解决 了 [2. 8] 中 的 
问题 . 

2.1.5 APRA LHL 序列 的 恒等式 

at Oars sar}, 当 AO 时 ， n 的 主 序列 Hu BRAS FF El v 
SBS ATOM kft Fibonacci RIAI N £ Br Lucas PRI, AR 
J k Br PAT E Sfr LÆSI HEC. 6. 1) 和 (C1. 620,24 (2 5 
征 根 为 Ey X, LEE: 有 通 项 公式 


1 o xbox] 3 om oce cb! aps] 
"EE 

1 9 sb! abo |l oy ce ab ap 
(2. 1. 32) 


而 b 53:18 (2. 1.19) 表 示 . 

FFH aye =a, = 1 AF, ER t,o 4p RPK k BP Fibonacci 
PENAL k Bt Lucas PRS) » fel HK ABP F PSA E BL ESI. ad 9 
ER HER. AO 时 一 些 文献 将 (a,b) 977 FFAS L FRU 
统称 为 Lucas 序列 |. 

* 53 * 


1990 Æ Gurak * it sr T P TE EHI l 
35538 2.1.9. HE, 9 39 Maa) RAIA 440) fF 


序列 与 广 工序 列 , 则 


V.rki—2 "tt Und v, 


UL. 
Vea: o Un. V1 Uh? 
Y. — tt, As em |; €2.1.332 
. Pmt 1 Vat Us T 
Us Ui. vi Uu 
Verk-i o Unta-z Tt Ua 
Ti-a Uzi--à 1 Vane 
s ul . 
^ A 
te Uii T. vy 
Ue-1 Vi 2 v Us 
" 
- A Dien (2.1, 34) 
其 中 右边 是 将 中 间 行 列 式 接 第 一 行 展 开 的 结果 . 
(2.1. 35) 


o k.. 
3". w 一 > iae ia: 


证 1°. H2. 1. 34 
zi ` x one xy aT ay LI s 
E! 


a9rRruüsshuthuartavesesssa | [| ee Tro rrr 


1 ] e 
二 {2. 1. 33) 之 右边 ， 


2*5. FE RS m=4—1 BE. 

s. 设 OKAREH AW UV. PRE uo 2H n 列 . 
我 们 车 能 证 (2. 1. 35) 对 于 On E — 1 RW Y. = 
SY aU inns ALR AT BV, = tata 比较 两 边 
Sk ue = atte ii EGULERQ. 1, 3524 n ERE 
Ém MET. ER Et Sask 1 进行 证 明 . 由 Newton 
AR IKKA 时 . 

Hå 


in = wp gv — — 4a (2.1.36) 


二 一 De (a — 15, 


于 是 . 

D) faith i 一 一 D, De ree 
he Di aie 
"HESS 
= bt | 

其 中 dj ri jl 
可 向 jon t d= 0, W d =l. X. jj 之 n WAS d, = tariya 
Alapi- jpop — das jai dE jl. 

由 土 即 得 所 证 . 


CŒ] 对 于 (2.1. 355,[2. 9j 中 加 本 限制 22-0 ,我们 的 证 明说 
明 对 一 切 a€Z 成立. 上述 定理 的 1* 是 对 二 阶 情形 2e. .一 mm 十 
Suu, 《参见 下 节 }) 的 推广 ,但 [2. 9] 中 指出 ,对 二 阶 情形 22... = 
Ue. dee 似乎 不 存在 高 阶 的 类 似 推广 . 


82.2 关于 下 标 和 、 差 的 二 阶 恒 等 式 


2.2.1 OB F—L 序列 表示 法 的 特点 

Zir F 一 L 序列 是 研究 得 最 为 成 熟 的 一 种 FL 序列 . ERA 
许多 优美 的 性 质 . 它 的 表示 法 也 有 其 特点 ,这 种 特点 为 我 们 更 简便 
地 研究 它 提供 了 有 利和 条件 . 

if @= (2,52, 89 8a, DO =O (AW AER. 5-0, 
zi) ;我 们 称 8,8 为 上 的 一 组 共 轿 二 和 值 特征 根 . BH 

94-0—2a,60-— —b,(9—8)! — A- a! -- Ab. (2.2.12 
相应 于 联结 矩阵 
a b 
A= É o) 
RIEL A Ao ES OB DS 
* 55 * 


0 —b 
a-| °, a ] 
易 知 A+tA=ek, AA=AA=—bE,(A—AY=AE. (2.2.2) 
Bu oR OBR BLP AR RS we OP BB 0 
的 主 序列 u. 由 (1. 1. 15) 8I ei? =bu FRE 有 特征 根 表 
Ei 


8 = uab bu s = u D - bu, s. (2. 2, 3) 
RAMA 4 有 相同 的 特征 多 项 式 , 因 而 也 适合 
A’=aA+6E, (2. 2. 4) 
故 也 有 
A^ —u,AT- bu, E, A=u A FH bu, LE. (2.2.5) 
这 时 (1. 4.7) 变 成 了 
an bus | 6 
Hu. bu, 1 
3 (2. 2. 3) E PEL ATS 
g —E = (8-9)u. (2.2. 7) 


[S ll, ee. == QI =F) / (0-8) = Cet — D / Ga a (AED BD). (0.2. 8) 
Pp LEES] VE XU e+ — au. + bu- EN Ub, ER SERRE 
序列 b 适合 

v, = FFE — ri + mau, un 

= tgs | au, usa y+ Pes (2.2.9) 

Xo zu 有 Ho = Giu Hou 0 b Ce, Dit, 1) = Cu 1 0 bu) +b 
Qu, 18-7 bu, ,) =O EDU. 1H b= — 90 I 9 的 特征 根 表 示 

(9—8)8 =v,0+ 5o, i ODF = -bo, , (2.2.10) 
将 上 商 式 相 加 得 

(8—8) (f — 9) Saunt 25r, , 


Ep Aus = av, 260,1 
= Ou Qty Und HEU,- (2. 2. 11) 
ASOR vii=av/2, (2.2.12) 


A0 BY M. = (au, t 26v, 12 /À— (Zu. 1— ad fa 
"56 


= Cte bho fA, €2. 2,13) 


向 样 ,我 们 有 . 
A —A'={A— Adee. (2.2. 14) 
A HESE. (2.2.15) 
及 (A—A) A}v,A+ bo, ,E 
CA — A) At, A+ bo, E. (2.2.16) 
2.2.2 基本 公式 


作为 (2.1.5) 和 (2.1. 200,2. 1. 2D HIE IE ,我 们 有 | 
定理 2.21 hee OG DHEA WE wens 


i. Watr We rete POW m Mg er - 


= Wet runt —13 ` (2.2. 17) 
2, Waa mE 10 Hb "Cro s T Wn ) (2.2. 18) 
3, wee C=O om) (2, 2, 19) 
为 了 说 明 二 阶 情形 的 特点 ,我 们 对 (2. 2. 180 FH 59 SP BY TRE 


BH. 
证 H1(2. 2. 22 & 2. 2.5) 我 们 有 
AT "= A"™(—b A) Ob)" AT a At bu, E) 
= (k) A lu aE A) tbu. E], 
Bp A A a AM 
由 引 理 2. 2. 1 Bp fg Fir. 
2.2.3 相关 序列 及 基本 公式 的 推论 
把 (2.2. 172 55 (2. 2. 18) 结 合 起 来 ,可 以 得 到 许多 有 趣 而 有 用 
的 公式 ， 
推论 1 ow. tO LI ww, He nsu bu. i) 
= wrt, CO 为 tt SEER), (2. 2. 20) 
Tu Wain — (LY Pw Lm QE wu iu, (2.2, 21) 
为 使 (2. 2.21)? 有 具有 更 简单 的 形式 ,我 们 引入 算 子 8E 
bE ,其 中 五 为 移 亿 算 子 ， 
即 S1, = Wee deba. (2.2. 22) 
FER w Ca. A 
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. gw, = Bway tH bw, 1) 
. = Ctty42 T.) +b Cur, +b, = Ca! +45), > 
Bp A vo, = Ace. (2. 2. 23) 


id tt,’ =O, (2. 2. 24) 
bu dw, = Aw, , (2, 2. 25) 


d wo? Jy to 的 相关 序列 . 这 一 概念 恰好 是 ?与 # 的 相关 性 的 推广 ， 
因为 (2. 2. 90 C2. 2. 112 BD E 
v,—u. fk Au-—v. (2. 2. 26) 

我 们 还 指出 ,上 述 概 念 是 文 L2, 11] 中 概念 的 推广 , 那 星 对 O 
(1,1) 引 入 了 上 述 概 念 . 

这 样 ,运用 相关 序列 , C2. 2. 21) 就 可 简写 为 

Wata — C VD War de (2. 2. 21') 

在 推论 1 中 分 别 令 m—n$1m—n-118 

推论 2 ww. —(—1) "uw, 


Swie (1) "pro, (2. 2. 27) 
Wnt E Wet {Ua — C7 1) D^, l 
Stw + C7 1) bw; , (2. 2. 28) 
又 将 推论 1 中 两 式 相 加 减 得 
推论 3 2. wate F Watir (2. 2.29) 
Zw. = CET Ca, —wau). (2. 2. 30) 
FHA 
推论 4 Zw, =W PWathas (2. 2.31) 
ZWontt Wp Un F Wapis (2. 2. 32) 
VU, — uu, = 2wsC — b)". (2. 2. 33) 


在 本 定理 及 上 述 各 推论 的 恒等式 中 ,由 于 w 的 任意 性 , 故 可 
用 它 的 相关 序列 代 换 ,这 样 可 以 得 到 一 些 新 的 伍 等 式 . 


推论 5 ow. —0—57 (Wg ts — Wnt) s (2. 2. 34) 
Wee = CE "Guo. Woven) > (2. 2. 35) 
WE  4EC2. 2.18) DJ. w' (Rh mw f 
Wan = (— 120 !b "unitis — Wa tna) 


" 5K + 


而 fU, LH. — Waliat 1 = (atthe + 25w.)u,— (Zw ri — Gu. sl 


= Wa Vati Tm ee iE. 


(2.2. 20) 中 的 如 用 we! RRE ,公式 的 形式 无 实质 变化 ,但 对 (2. 
2. 20 7 可 导出 
推论 6 wen CIV E War = Antin, 
向 理 我 们 还 有 
推论 7 Zwan = Wp Un H AW mtas 


Bwa- = (— E)" Guo, — Zn) s 


推论 8 wa = uuu, (— 1) bus! , 
Zu, = W Un, F ZUG. 
Hit 9 Waka = atita HE 12" ^w, 


i ， 
Qn 7m Wat Va F Iu, tn 


推论 ]0 wiv, — Amni = 2w BY. 
ELRSAAT Bw ARZ «fo, RAGA R 
列 平时 应 用 最 多 的 恒等式 . 由 于 它们 的 重要 性 ,我 们 总 结 为 下 面 的 
定理 2.2.2 WE we 为 映 (a;5) 中 的 主 序列 及 其 相关 序列 , 则 


1*. 


2*. 


3*. 


4°. 


5. 


$° 


min = ees F DUM. 

Dum Unt F US. 

Unta Un title bolas 

Been UmU tb duattas 

Wa-. EO 1S Vus as intinti) 
Aus. =E) C Unn USUS)» 
Rtina = (E) "(ust Vn) 

Una OID Ct ttn Usus 1)» 
Ume = ee Ua Yat) e 
Rum- = C—O) "uu. Aaa? $ 

un. SÈ IUE ns 

va.  —(-—UD “ws 


tiry Hates 


(2. 2. 36) 
(2. 2. 37) 
(2. 2. 38) 
(2. 2, 39) 
(2. 2. 40) 
(2. 2. 41) 
(2. 2. 42) 
(2.2. 43) 


(2. 2. 
.2. 45) 
. 46) 
. 2. 47) 
. 2. 48) 
. 49) 
. 50) 
. 2.51) 
. 52) 


44) 


Ups =ui— 2(—1) "b= Awi+-2(—-1)8, 
Zvan = UitAd, 

T. Meet Ste Va = 
Hnoi = niu btn ta) /2= thn bui, 
Vinny Uu Bam Anaya, (bY a, 
Bumi = Up] Ue d Ansa ia 

Bt On 
Huc. L1 D uL Uuta s 
Uma CO DU Un a= Det. 

Una — A IFE On- n T Anan, | 

9*, vi— Aut —4C—hyY 

或 ul—auu,  7-bul ,-—(—bDY 3, 


32.3 A F—L ARRIR 阶 恒 等 式 


2.3.1 基本 公式 
首先 ,作为 定理 2.1.2 的 推论 有 有 
定理 2.3.1 MET b.m € DG PY 
hts ri BASIL e c = Rman Tg bitty ua 
= gta dA bw... 


1. 16) EF E. 
推论 1 how bhs auus 
^ = R Wars pg FAP uep- D 
推论 2 wig thule, j—hywwessid heben 
作为 定理 2.1. 5 的 推论 我 们 有 


(2. 2. 57) 
(2. 2. 58) 
(2. 2. 59) 

(2.. 60) 
(2. 2. 61) 
(2, 2. 62) 
(2. 2. 63) 
(2. 2. 64) 
(2. 2, 65) 
(2. 2. 66) 
(2, 2. 672 
(2. 2. 67") 


(2. 3. 15 

证 ”后 一 个 等 式 与 前 一 个 等 价 ,只 证 前 一 个 . AA 5 "Ho 
中 主 序列 表示 为 A, =h, Hribu. eA b AY PSE AGS AL = 
Aas RO = hig) + EEG ESSE H ae Bi = Ch shod). HAZIA (2. 


(2. 3. 2) 
(2.3.3) 


os 定理 2.3.2 hue 为 da, 已 的 主 序列 及 其 相关 序列 ; 则 对 


* 60 4 


任何 日 ,w ED 有 


hatm TA UU meh — hatm, +y, Wata th, 
= {EH Gu, thy, i uy thy, 1) Cim oy Wa, — he US i) 
= ( —b)y mt hay, “hy Cue, —m,+1 —wih,, me) (2. 3. 4) 


此 定理 有 非常 广泛 的 意 文 . 例如, 令 n 4o 0 m mmi rn 


pop 得 


推论 1 BÉ, UL Ag Wes p mu. in 10-7 Att) 

= ( — hY a, Chao Whine} (2. 3.5) 
RINE Hin m,—5—0. p, pm =g 得 
推论 2 Aint payg Anup 

== bu (Ayw,— hana). (2.3.6) 
如 将 上 式 左 边 记 为 工 ; 则 可 知 = (6774, Bi X n] ES 
推论 3 Be yea T UL pre 
| = ( 8)" Ge, MWp). (2. 3. 7) 
如 果 在 (2. 3. 6) 中 令 5 — m JETER ww, iw = w Gu, 


t+ wsbu, 4 ) — Wo (Wits + wbt) = (un 5— auus 一 bus! Ju, 风 得 


推论 4 TU, pi LET TU Tt eg 
= (ze! — aze — bun!) È — b) usu, (3. 3. 8) 
Horadam 和 Shannon“ A f8 21 3: (2. 3. 8). (E fl TTB A0 


的 条 件 下 得 到 的 . 此 式 在 解决 F—L 数 的 Diophantine 数组 问题 中 
有 重要 作用 ,我 们 将 在 后 面 的 章节 介绍 . 在 此 式 中 分 别 令 p=g=r 
fil p= —r,q-r. 8| RE 


pi 


推论 5 XUL Re — TU tU. ir 
= wi —awiws-—-bwi) —b»àuu, (2. 3.9) 
TU, HU S" — we o Cres d-aunws-—wi)(—by "al. (2.3.10) 


推论 6 Hut HRA Ga 人 中 的 主 序列 及 其 相关 序列 ,由 


l'. uera T HUS tpg = È O) tty (2. 3.11) 
25. — Wee pUadg Ua Ue peg = — (— 5) 2u,u, . (2. 3. 12) 
35. nuca — Hacc. = (bY nius (2.3.13) 
4*. Unt sg ~ Urat po = CE) upt , (2. 3.14) 


= Hi 


3°. 
6°. 
75, 
g*. 


DA —(C—bYu, (2. 3. 15) 


turtinti = -一 (p) wi, (2. 3. 16) 
thar“ tite = (be, (2. 3.17) 
Un—- Vet, vi 一 《一 6)" "ad, (2. 3. 18> 


我 们 指出 ,作为 定 至 2. 1. 6 YE — Ur BE NG. +b) 
= (thet) bu, a Gua + bt) = — bul + abut, 1c ul a — (— 4)", 
它 已 包含 在 (2. 3.15) 2X (2. 3. 160 2 ROW 7 DS ARES 
(2. 2. 67538 39 (fr it HI C2. 2. 677). 
2.8.2 基本 公式 的 推广 

定理 2.3.3 Wb Ra DE AKO, 分 别 为 其 中 广 下 一 序列 
AS LIEF, ET b we Oe 


1". 


2^. 


Pint ryt, — D Pu, 
tt, Cte Finer ented 3 2|r, E 
=< A Le, Go A Lour T we bh ote) 
—2( —BY'*' Gu, A m-n weh eat) 21v. 
(2. 3.19) 
Amt Watr FE Aw, 
A! Ce, Qu eee T wb er 12 
= —8€—5Y** Gu A! man wh! nt 1 2|r; 
ti, CW Pe tee PH ORs ate) 2 PA 
| (2. 3. 20) 
1*. i£ 6,2 738 D fj 28 — (AE SE EGET. RNG 
pU.qU—yPp.g-gpuUg-ao1xg] 
774, (8—0) 34 2]r, 
zn Tir. 
Ge Pe Fare nie] 
_ [0,38 2lr, 
B MEM 2*r. 


CI) 


C(I) 一 CI) 得 


«62. 


(QU © thee ET * uy) (0-8) 


ZH" Zir: (3) 
ito 20 — b)" 87 * ,35 Zl. 
TECH PR n—1 f£ 
(0777 a COP * uu )(8—0) 
Qu , 2ir, 
T a yt “why Ot. 
wy X CW + wb X CN ) 得 
(r7 - we * wo Cd 
u, Cun 07 77 A wD07 7*1 COB 28 21r, 
—4u Qu rt uwubn 7 1) CY) 
—2(- BY Gu 0n , 2}. 
将 (VY ) 两 边 同 乘 以 0— 8.48 
2jr 时 ， 
B7" «vp o — I0" «vo, uL Gpoj077 (NU) 
当 Yen 
COT" e cp HE - tuu DA 
=u [wu (7m t7 agn t7) usb tt bann ty] 
—2C-—5) [se OO 3-587777) 
—tw CFF Be *) ]. CW} 
XICO NARSIH 2 1. 1 并 注意 相关 序列 的 概念 即 得 所 证 ， 
2. 完全 仿 1 可 证 . . 
定理 2. 3.3 可 看 必定 理 2.3.1 的 一 种 推广 . 由 于 我 们 采用 了 
烛 关 序列 ,所 以 简化 了 定理 的 斤 述 ,并 概括 了 一 类 公式 ,如 [2. 13] 
HAA (502 (52) (610 — C632 (50 2 7 (52/2, (612 — (63! ). 
XE E 2. 3. 2 作为 由 二 阶 行列 式 产 生 的 恒等式 ,还 可 进行 推广 ， 
这 就 是 下 面 的 
定理 2.3.4 we OG, EZT, g 


CN) 


"63^ 


+.. 


Waist +r VU GEHT Tatat tr 


+.. 


Tmt a tr Whati tr UWLoccuer 


Wheater CU VUL +r Weta dr 
Wheat tr e. AU o Der Ur 
VU ue Ut Y peo Watr 
SDH ot Wimtr UL. 
u.s Ut Warr ug 
HE BOWIES myzz: 4 anr 时 ,w= 二 c+ 十 d 
zicd Han RERS. y 
太一 直人 
= 24 4C BE, 
其 中 为 与 无 关 之 常 数 . 
令 p= =0,] ,1) 
MS oy) = (yy a Cy oy Sy By Ba 
D ENG) (=0, 52), 
而 A= Dy dy 
> 5Cc€Op]ty». 
设 Cg(y)) 之 联结 窍 阵 为 B. XJ Hb 2558 Dl, WI. 
3. 21) 之 左边 等 于 det( Hua HH RC. 1. 18), EEF 
( "E. det CH. Hie), ~ 
而 CD) bn = yoy y = CBT, 
H PPB LE. 
4 =r dl] w. — (Gad quA. M orale SR BERTUE 
BE (COD POO AVA aT 28 t+] BRN 2-71 KE 1 多项式, 以 
下 可 仿 前 证 之 . 
L. Carlitz?) OIE T AE m=1,7=0 的 情形 .后 来 了 D. 
Zeitlin’? RIT FUE. ADS T bike BIET SER (B rH 
* 64 « 


. (2. 3. 21) 


=( pem 


证 明 完 全 与 上 相仿 . 这 就 是 
定理 2. 3.5 ib we Ra, b), i) 


7 i yet i 
| IBN m = ] ELM Án l | iei man ma 
| 7| i H 一 t 
| | | jq mom Ba, Ct i ic Mmm n an ll. ean lira, 


' — t 7 下 t 
I [eaan -a 0 077 [Ln mt 
. i ^ t E E n 
L pa i monia Ut LE. Wro, lw 
7 了 u udi i 
l ioi ma, i ] Lev ll.w--. 


1 
== {= p} rut Dm A; ] : : 
Tl. Ut Ile pe mn 


“Ti pore r 
i L. pone, Ut LL tenes, m ys, 


(2. 3.22) 


2.3.3 ER ARS Ax 
FEES EE OF SEBS RE OS ECT F— LL 数 的 线性 
和 的 问题 . 
定理 2.3.6 设 上 bo 分 别 为 QCa,8) 的 主 序 列 及 其 相关 序列 ,zt 
cz* Wl 
Jg. 2h AY 
CS By, = SOP cm aye Bete ne 


hn) 


(2. 3. $3) 
u- t ; 
“= Drv 2 00320 


x 


Cv By E BEE A e Debes 5s 


n 


[^ p c nec ayer (2. 3. 25) 
» , D ， NR ttt 
165% 


Veo MEM. I jc Uu. 十 PA 【一 B7, 


(2. 3. 26) 

XE 由 二 项 式 定理 得 
2t 时 

(x — yy — Ee [i (ry) if D'uz- LEN yo), 

Geto = B ova" +), 
2l Bt 

Gay = 3X [Gnc pa 

+94) sel ja EEC D, 
uilt 
ty = T |] G “+ y”) 


m (ayy? 
mn E EGER Tisy SUL ai AY ag. ARE RMA Ho a y Bp48 
所 证 . 
. 另 一 类 问题 则 与 上 相反 ,就 是 把 下 标 汐 nr " F--L 数 化 次 下 
标 为 上 的 F—L 数 的 等. 这 需要 用 到 下 面 的 
31 2.3.1 4ne zy 


ety= 2 


a { " i `) Cay) Gr 十 yr, 
(2. 3. 27) 
ETAR D| T 为 整数 
此 引 理 称 为 Kummer Sh. 8] ARREZ. 此 处 证 胡 从 
" 定理 2.3.7 设 we Sey Da DB E EPURCECIROERE PIE, 
n€Z*,nm 
oy en "x | T Jc — BYC AY tyi 


t 68 


ae ,34 Zn, (2. 3. 28) 


Vas H Zin; 
PORA COD "Ex i d (— Dy" = ve. (2.3. 29) 
证 ”只要 分 别 以 cacy uH cx yma TAC. 3. 
27»B[ nj. 
利用 显然 的 恒等式 . 


G^ — We — v= PA eyi GI ey) 
+ Cex) 7" (aun zm 3), 
(at — yo/G —y)—9 Pi. ay) QI ! 4 ntm 
(2|n;n zz 2), 
Q^ d y0/G ty) = DPPC ay (yy x 
Qa HY yr Ty p (— 1200" aey) nn 
(2}a,n 3), 
及 G^ — y/G toy) = $i C ley x 
tata us yr 93 (2 nn Z2 2) 
RAE USS 829 n: HJ F—L 数 与 下 标 为 上 的 F—L 数 之 比 
的 公式 . . 
定理 2.3.8 Ba,» Oey 22,5) (KARR 4 天 0) 中 的 广 
F FRR L 序列 , 则 
1°. use = 了 (一 bas 


C= BST? SM Zn 31 (2. 3. 30) 
2, ufu, = eet B Va-u- 4 2 lan > 2s 


(2. 3.31) 
3. wale = DEPO DO D ve say 
+ (— 13°- ic— B bye ME: E 21a,n zx 3; 
(2. 3. 32) 
4. tuft m DL (C7 DU Bos Ñ Zinn z 2; 
(2. 3. 33) 


575 


§ 2.4 二 阶 F 一 L 数 的 和 式 的 恒等式 


2.4.1 线性 和 
首先 ,作为 定理 2.1.8 在 二 阶 情形 的 具体 化 ,我 们 有 
定理 2.4.1 Kava WG OWT woe 分 别 为 们 中 
的 主 序列 及 其 相关 序列 ,tE2Z7, 则 a 关 x7 i=l, DRHE wea 
有 
DO uud = [a — wg 一 Tn Detrg + 
T+ — Werner t I/C — üg 十 《一 byg]. (2.4.1) 
[2,16] 中 用 另 一 种 矩阵 方法 在 5 一 1 的 情形 得 出 了 上 述 结 果 . 
[2. 17] 中 对 Fibonacci JJ g=1.2 的 条 件 下 得 出 了 相应 结果 . 
推论 1 lgl«min|zi'|8f 
Daig = CA uow quel 一 vg 十 【一 
bq?) i (2.4.2) 
推论 2. qvx 
Dy qued = wt gb, — gee 
— gibiw rr) — aq — bg). (2:4. 3) 
推论 3 [ql mintIxi?] s xz! |} et 
Dy weg = Gu, + qbus D/O — aq bh (2.4.4) 
Hit 4 < 十 5 兴 1 时 
Dy oa = Go, F bus, — Wario bw. O — a — D). 
(2. 4. 5) 
HEE Sa tbl 
r. o Mya + Ge, + bw + ea +e 1) = 


‘ten ae + bre, Ca 十 上 一 D; (2.4. 6} 
2505 Dogge toda, + bed — PY/a 46 — 10 = 
tenon, + Pw D / Ca +b — 191 (2. 4. 7) 


a GH 


3. $t ws + Gu, + bus) + POO fa tb- D = 


i=} 


tas (iti, 十 One) /(a +b — Ds (2. 4. 8) 
4. S, tho Cun + bas). —  D/@tb—-D= 
Uh iU F Pw, iD /CXa +4—1); (2. 4. 9) 


证 “只 证 1,27. E (2. 4.52, 
+ = (Wapi + wey, — Wa — D 19/Qa + 6 D) — w 


ia t 
dE (2. 2. 2738 (2. 2. 28) 中 以 2n 代 n,; 再 代入 上 式 即 可 得 证 . 
[3E 32. 4. 7) 和 (2. 4.9) 概 括 了 [2. 18] 中 60 个 恒等式 (该 文 是 
对 AO dbfruEPHÉSO. (2. 4. 6080 (2. 2. SMB. 18] 中 没有 
的 . 
2.4.2 ANB 
THRE F 一 L BARA SA. 在 (2. .3. 2041S r=0 
得 
Al, un A a dh OO Gh! Oh ents 
(2. 4.102 
于 是 一 ci 十 Wo 一 
(—BY* Gus M, wh aua. (2. 4.11? 
iX EF UB (2. 4. 1) 我 们 就 得 到 
定 建 2.4.2 iE Ga ,0 AXO* zy 为 其 特征 根 , 则 9 天 
r ^ G—1,2) NE b m € QU 
A23. shizuxiag = Gun DO — {at 20042 OI! i Oh pete”) 
+ gC! as — R mear O] wp L — Ca? + 20040 OU i-i — 
Ramat) gh eee HA eae 0 D AD Ca! + 222 g++ BY? ] — 
Cun! veh, D C bY [1 — C09) V Oo, (2. 4. 12) 
其 中 qa bate X[1— (ogy 1/ LED n 1. 
推论 1 MPblgl«min]x?]BT 


* 我 从 指出 ,(2. 4. 10 t BT (2. 2. 36) 得 到 ,因此 对 “一 和 也 成 立 - 故我 们 下 面 的 
4630. 4.120 E EE A — 0 也 是 成 立 的 . 


+ 69 。 


A VL Pitti = (ab — (a? + 200904 二 gh essed) + 
wobL (1 — Ca? + 26) g Al eua HS gh' haus D [1 — G? + 2b) + Bq] 
— (eel T WA aan BY + bg). (2. 4. 13) 

CHE ] [gl min ler [f ZR 16g | <r. 

特别 ,在 定理 中 了 到 =b FERRARA —bY Wt iB 
据 (2. 2. 36) 47 

Rah nting quus C BY Al. 

一 一 《一 的 "Acute 
X 1— C! 3250qd*- bg! —1-H-d'b 1-2 1—5^!A, 
Fi. 4. 12) 中 第 一 .二 全 方 括号 内 的 式 子 分 别 为 己 , 忆 时, 则 
ACB CaB DD haa E I eser des r= (a 
T SR ELE Gi +O Aas payee bharr d] uà = b Ann — 
abusi Au Limb IA ey Aya, 
[RE ( —52^Q sb ! h' yp Ate ae 
TERDA 

推论 2 Bu yoy Fr—Im. 

Ay fitt BYT = Guns bedhead 一 

CA e 一 woh! C bY Gi + 1). (2. à. 14) 

推论 3 ae EIS OBI FPA L—JIT5 Vl 

1°. AD) fisting = [1 G + 224]0/5,, — 

huesca GR 一 A mpat D/E — (Æ + 25)q + 


EP] k, aC BT — C7 bg OY 十 by); (2. 4. 15) 
2. y tete! = (2.4.12) 的 右边 以 x 代 5' 所 得 的 结 
果 . . (2.4.16) 


推论 4 att- DNA 
AD Presto = (2. 4,12) 的 右边 以 1 代 g 所 得 的 结果 . 
(2. 4.17) 
推论 5 H b=- la#+2 Bt 
707 


4 Pietas Se (wA ea 一 Wolu- aaa Hue] 一 


Qu; h', , — wy Lus dr 1). (2.4.18) 


此 实 又 为 推论 2 之 推论 . 
推论 5 4 b=1,a¢0 Ft 
1%. Æ 2|n, W 
ADi fi Wine = AWM cage E WA e ie Ue 一 
fw hl. — uxsh!, ,,,3(— 1Y. (2. 4.19) 
2*. 车 2tx, 则 


Att = a Guy hus 十 weh a uisu. C2. 4, 20) 
证 1n 2|n 时 ,根据 (2. 2. 20, 
Ah apg AR Vh apm (Oo Ih ah aaa: 
故 (2. 4. 12) 中 第 一 个 方 括号 化 为 . 
P-[G + Latit — h! eese Ury = o ah! oeste 
Fl BAIS Q— ah grt. 由 此 即 证 . 
2°. Zhe 时 ,出 
h'sertO A Vom nerin — C1 n= A tet 
f5 1* 司 样 可 证 . 
为 得 到 下 面 的 推论 ,我 们 先 证 
引 理 2.4.1 对 和 任何 ER(a,5) 有 
ihn am Pod hi ae im Bui nh Lee. (2. 4. 21) 
证 — Bi (2. 2. 27) (2. 2. 2881 
BR Zr iH AA pete H CT 5) 75 H hb GI nim lap + 
(—5)"*7 ER urm Onus s d hebes 1 = huh! uu. 
推论 7 当 5 一 一 la 天 士 2 时 
1*. x. B hes, = Biri a rizat 1 un 


(hs s. 一 haha, i2 Gn + 1); (2.4. 225 
2*. DUM B sahen = hatrh ra m 
Gu ha iu 一 fop- 34222. . (2. 4. 23) 


"Fl 


证 ATS PUG, RU b AC ER) = Oh, 并 
运用 引 理 2. 4. 1 即 证 . 
推论 8 Mpo—l.ast0 if 


r. an B ia Pipers = a ALLA a Pa 十 
Oy; -= Au te 30> D “C2, 4. 24) 
z. S. W eaha =a sf; Lee vs. (2. 4. 25) 


此 可 由 推论 6 仿 上 证 之 . 用 同样 方法 我 们 还 可 得 到 
推论 9 atb} 


Wooh asus, = [C0 —-a* — 25) hh, — haac agree) Har 
M! ies hace eere M L1 — 254-01 —at]— shy — lh C^ 
by CT +H): (2.4..26) 

对 于 定理 2.4.2 的 内 容 ,Calvin T. Long RR q—1 H 
bow 均 为 u 的 情形 ,Pethe 和 HoradamU-? & PENH 2 P w 
下 的 情形 . 他 们 的 结果 形式 更 复杂 一 些 . 

定理 2.4.2 还 可 推广 .一 种 方法 是 把 hi suu PCI Re eere tte 
相应 的 求 和 公式 只 需 对 (2. 4 12) 稍 加 覆 改 ,我 们 就 不 写 出 来 了 . 另 
一 种 方法 是 推广 到 多 个 序列 的 积 与 竺 的 和 ,但 其 一 般 公 式 的 形式 
将 是 于 分 复杂 的 ,我 们 这 里 先 作 一 原则 上 的 讨论 . 

引 理 2.4.2. Wad 4K0 个 序列 bow, p C OLI 

AMAL qp, rtt Pe, = » jC bey, 

其 中 1". 31 时 六 一 如 :2 六 时 y= Aas 

2°, 每 个 cj 与 mom 无 关 ， 

3" 每 个 e 与 d; PS miu ,zm 的 线性 函数 . 

WE :£—2 BEBO. 4. 100583 Ba. 又 在 此 式 中 以 b' 民 5 得 

À' o, = Aus Ru Oa oh uei. 

(2.4. 10 J 
于 是 Ah un. Un, = wa mtm, Un, T Woh Lieu Um — Co 527 
Cur hi mm, USA mnt Ung) 
TE (2. 4. 10 03s FER, WM £9 3 Se IRSE. 依 此 即 可 
E 72 * 


用 归纳 法 完成 证 明 ， 

由 上 述 引 理 可 知 , 设 2a BA 4 天 0 个 序列 bow PEN, 

nso ABP FAST L JEU. Wt 
b» ofi Wins" Pins 
可 表示 为 如 下 形式 的 有 限 多 个 项 的 线性 组 合 ， 

{Cw bY [y — eene CY) + C^ Y'a De — 
Yarm C- 640 * [Ow bgt (bt gt] GE g 使 分 母 
不 为 0)， C2. 4. 27) 
EPR sz0,21£ BI y, RRA. 和 wi (但 :=2 Ht uw PHD 2 时 
ye ATA A, 入. 

同样 可 知 ,zE Z^ Bt hid 可 由 有 限 多 个 形 如 (2. 4. 27) 的 
项 线性 表示 . | ! 

at FE eR F—L A SORE A Be 8E pEGN. 比如 对 Fi- 
bonacci $ , FL Be3sr o 711-0 43198 HH st TU AURA SERIA TE ARTT 
SRO Bad DT SPA DL TD RAR, 我 们 可 以 得 到 
更 一 般 的 结果 ,这 可 以 由 定理 2.3. 6 和 (2. 4.1) 直 接 扒 出 ,就 是 

定理 2.4.3 Buse 为 24; 四 中 主 序列 及 其 家 关 序 烈 ; 则 

Y. £28 时 

(VAY AIL iun So (一 De V ALG. ng 


Demir 2a gg tte ac 7 em ne mg 21/1 Wag + (— b) 
g^ l (2.4. 28) 
- u-npnzz F1 
ewig" = eo n | c-pta- UR ug) C2 — Umpu zi» 
q^") Min (7 UU T G-2i YD mw #9 十 《一 — 0 ™ ‘gl, 


(2. 4. 29) 
29 . Ble tt ox ~ ZO "D 74.0 och 


m Uf2)- 1 ti . E a 
(MAS = 224 c | CIE [Oa 29 
* EM u€507 eo um a 1 m ， 


Vda t g Cosi wanra A agt C 
-73.4 


by ti e Jonh- oma ce), 


t/2 
(2. 4, 30) 


“n-li £f ， 
2» = Poe | | COLA uug (2— ve 
i 


q7* a Corea ~ eso g" OVL —"-43g9-- C- bY Mg I+ 


‘al [1— (pyt sf — (by 7], (2. 4, 31) 
EP g HARA 0, MEK z— 1 I) /— 2) —m- 
1. 

4 Ca 的 的 4 一 0 时 , 则 其 中 任 一 序列 的 通 项 有 (cn 十 2 六 .于 
BR Dy fag tan? RD er 的 间 题 ,归结 于 求 形 如 
20 4Q9O2x*7 的 和 的 问题 ,其 中 人 @(2) 为 多 项 式 . 此 类 问题 方法 版 
多 (其 中 包括 求 自然 数 的 方 塞 和 问题 ), 在 组合 学 中 有 利用 
Bernoulli 数 和 Stirling ATA RB IONE LEUR CU) 
方法 和 其 他 一 些 方法 ， BRM 以 至 可 作 一 专题 进行 研究 ， 
在 此 就 不 详细 论 及 . 


82.5. 二 阶 F 一 L 数 的 组 合 恒 等 式 


2.5.1 方法 概述 及 基本 组 合 恒等式 

首先 ,我 们 可 以 象 (1. 6. 165. (1. 6. 22) 和 (1. 6. 24 8B E E Q 
<a; 六 中 的 序列 用 组 合 数 表示 并 导出 有 关 组 合租 等 式 . 我 们 不 再 举 
i. 

Toni emer A BR AOE Fa FL E 
FNS fa SE, I Fe Bh 7 16 3800 SR. 但 运用 下 一 LL 
序列 所 特有 的 表示 法 来 构造 它们 本 瘟 的 恒等式 显得 更 向 单一 些 ， 
页 上 述 互 反 全 式 我 们 不 专门 介绍。 

w-_, 的 两 种 不 同 表达 式 (2. 1. 98002; 2. 19) 产 生 了 如 下 的 

EH 2.5.1 Hb weCD(GD € ORE, Reo a 

74^ 


MC Drei H Tt; = TUS, 一 Wit. (2. 5. 1) 


tine HOA AAR WAKA SS I e b RE. 
定理 2.5.2 UE w€iXa,D ,Hp 分别 为 如 中 主 序列 及 其 可 


关 序 列 


1°, 


z. 


3°. 


4°, 


5*. 


6*. 


7*, 


8°. 


-H n>0 于 


Wate 一 X H 5 "a usu, 
= ures: + Z6u,u,- The + Du i10). 3$ (2. 5. 2) 


Warr = H E up uw ers (2.5.3) 
wa = x pants (2.5.4) 
»z | b writs = Nu. 
x an T | pennis, = A wu ier £2..5. 6) 
2|n 时 
A wu, = EX rnit (2.5.7) 
2ta WY 
Aer Pew, = Eil H b" wr iva. (2. 5. 8) 
wwe, = Py au] CO Phi aee (2. 5.9) 
a j E H "n 
uWire = Dy gl D" 4 (— 0 Pur- iure 
(2. 5. 10) 
2|a Hj 


Aute, = o D E) Cc B elfe 
(2.5.11) 
2tn 时 


Av DA W at = > , 


a 


in _ . 
《一 pea H (— By "P at foley 
4 


(2. 5. 12) 
75“ 


wo EL pw 
AP uter 当 2 [2,2]2, 
一 《一 AMP Pate 34 216, 2]n, ' (2.5.13) 
(— low, , 4 zh 


10°. 2x4 "| b ee 
VW ri G2|:, 
= AT utu 2 2|n, (2.5. 14) 
ACT DP uL 35 ZR. Zh. 
WE WA Anaa O BORE RR St BEAR BI. 
1°. 一 方面 
Amr = (AD «A = (A BEY A = Lex 
另 一 方面 | 


Alte x (u,A + busa Ar 
= hA + Dbuu, A77! + But QA. 
ie Hy 9] $B 2.1.1 得 证 . 
2°. 此 为 (2. 1. 10) z fi. 
3°. A’=aAt+beE 得 A-—aE-M- 5A "!. 
ES 27. "a yA 
因 面 得 证 . 

Q.*'bEd- A =A AÀCA- AD A.BICA— A)" — M E.CA— 
A) AMT = ASCATH IE BATH) SEO SR TS 2a KA 284- 
1 OT RELA A 即 可 证 之 . 

5*. BCA— 2D A' —u A d- bu, E it n KASSEL Ar 4 
证 之 . 

6°. H wA= A — bu, E RUE. 

7 Ai =uA+bu, GE, 

ae tt At = A d-bu,.. i, Eu, CA! — bu, E) H-bu, uu E 
=, A! Cate 71s uuo E, 
E 76 . 


fi (2.2. 48)48 1,A' — n, A — C—b)'u, E, Hi BG BO RT (B E. 
8°. H CA— 2D A' —o A-- bo, E RY n, 03 TRA RU 
(2. 2.48) 8| 48 LA— Adu, A v, A — C—0Y v, E, ADAGE. 
9°. 我 们 有 
T 站 的 pe-a guit — (PE — A”. A 
= [(— AÁY — AP- AT 
= Cyr Cm 1A Aan 
fi mra- Aya Att", 4 21r, 
i " DA", 2h, 
于 是 优 前 可 以 得 证 . 
10°. AHF SES. 
本 定理 中 ,2 和 SURE BH AE FF PADRE FS EY A ak. A 8" 
B47 BFE TIBITEJU. 9" 和 1000 ae 4 的 推广 ,这 是 Calvin T. 
Long” 69 £5 S. Ait dH P fl S HORE IE ROS T APA 


达 , 而 且 他 的 证 明 相 当 复 杂 . 
推论 
1. w/e, 一 x Diut iui lg (2. 5. 15) 
2o Myf, = $i Lr (2. 5.16) 


QV eet inl th = De (™ el ettet 
f . (2. 5. 17) 
3*5. utausf/u = y IC p) (— b) PEP Ya, 
| (2.5.18) 
4. t/t = M aC ye) e by Poi luus (2.5.19) 

5^ Aw t/t, = C zy (7 《一 by? uda, 

(2. 5. 20) 

Alu t vara] 一 E gy 2n T 1) x 


E 


《一 byt og, (2. 5. 21) 

6. cu = SO (一 DT Pues (2. 5. 22) 
Aaa EC n 2n a 1 aora ii: 

(2. 5. 23) 


Aud, = X on BET eg Det » {2. 5. 24) 


An umo = x 2n H Teen os, i wanas 
(2. 5. 25) 
7*. Un = E H D tiru- 22-1? (2. 5. 26) 
Vari 一 24 (— D H EEE oaanen-i: 
: (2. 5. 27) 


证 1".3E(2. 5. DRS r— 0, 99 wi. BB n. 

2°. TE C2. 5. DIC. 5. SPS r=0, w= BR. 

3°. 在 [2.5. 10) HS 2 —0,m =u, X. & 5 一 上 十 1 然后 以 上 一 ] 
{he 即 得 所 证 . 

4*. E (2. 5. 10) 中 令 r= 0,10 — m , LS s= 2e, BERUF us cun 

5. c (2. 5. 13128 (2. 5. IDS r— 0, —a s. 

6°. 7°48 (2. 5. 132 PREF 2 |: 21a PA C2. 5. 142 PR 2,21 
a HK to — b. 对 此 两 式 中 其 他 情况 取 ou. MS r— — intl IFA 
7H (2. 2. 54) (2. 2. 55). 

上 述 推论 中 种 式 是 与 (2. 3. 23)— (2. 3. 26) (2. 8. 300 — (2. 
3. 33) 对 等 的 一 组 恒等式 . 
2.5.2 涉及 多 项 式 系 数 的 组 合 恒等式 

定理 2.5.3 在 定理 2.5. 2 相同 的 条 件 下 有 


o n a "m 
1°. zi M (— 1Ygi( — bYI Phu tae Ge Dj-GH D» 


n" 
eS U UW LI necri (2. 5. 28) 
n jt DDR, 
2". 5 | j A 【一 ay (— byte SU uae zie da Ur f= CH Dd 
nam 


_ (een 2 |n, (2. 5. 29) 


tn , 
A Df UG ei etae , a zin: 


a n eer joj 
3°. en (— 1) - p) Dei Pie, nays QU DEED 
de 


= a"(— bY Wo is. (2. 5. 30) 
证 1°. RMA 
A? al —bY A (bY ES AM (Hb AP 
— A7 (AAAS (AT ADA a, (1) 
M [ateti alby A^! —(-pytlay (AM 
一 Acre Bate CI) 


ERAS OAK ERA A 


n 
kj FT 12A + get 2 de tt Lijit ak 
| jc 1? al(— 5y* £ A“ £2 ir its 
i i97 ?更 


以 n— j—À f£ i RI C TO BD uf AS E. 
2*. 类 位 地 ,我 们 有 
AY al bY AL (— bY E= (AAU A, (E) 
HA YE. 
3*. BE C DORE 
aC—b5Y A— (— by OR +0, Att Aut, 
然后 仿 Luz. 

我 们 指出 , 当 取 sa 一 5 一 1 时 ,(2.5. 28280 C2. 5. 300 BL E [ 2. 
23].[2. 24] 中 有 关 恒 等 式 的 推广 ,它们 概括 了 [2. 24] 中 4 对 互 反 
公式 . 而 (2. 5. 29) 则 是 该 两 文中 不 曾 出 现 的 . PRATT RE AT A a 
(下 ) 式 变形 而 导出 (2. 5.29) 的 互 反 公式 ,但 因 其 形式 较 复 杂 , 我 们 
在 此 不 子 列 出 ， 

2.5.3 & F—L IIR 5m HB e te SES 

下 面 我 们 考虑 F 一 L 数 的 积 与 赛 的 组 全 和 问题 . 在 (2. 5.904 

A :二 2 得 
xc D Wain, = "tus (2.5.31) 
把 此 式 运 用 于 (2. 4. 1D ,我 们 便 有 


. 79. 


定理 2.5.4 Hab) A AA 0,5, € 2,50) 
aL [7] C790 acm mat Cun Li eB cue m 
C— BY 2 Gus M mh aee (2. 5. 32) 
推论 
Delica 一 natira 
= ahh — 07 DT at Uu -ar 一 Alt vei 

(2. 5. 33) 

22, 2| dl C BYR hare 


= aig Au (— by OO 一 
| (2. 5. 34) 
此 推论 可 完全 仿照 (2. 4. 22) 等 证 之 , 同样 ,将 (2. 5.50 f C2. 
.分 别 运 用 于 (2.4.11) 得 
定理 2.5.5 在 定理 2.2.17 的 条 件 下 
1*. 2 7| Bt hu us, - 


i 


=A Geh! uuu FWh tepid (2.5. 35) 
atl . 
2°, Does (oi DN wu, 
=“ GU As teats ob hei s (2. 5. 36) 
推论 | 
ES ， . ， 
1°. 2 Hi D" Ness m Aes ee (2. 5.37) 


Intl ` . 
2°. Paine | ol | per "hou es :二 AC bh, hr 


(2. 5. 38) 
上 述 两 定理 可 进一步 推广 , 
定理 2.5.6 Web FAAS ow € Quo 2 3IP Pp 
“下 一 序列 与 广 世 一 序列 ; 则 
APT C1 | "| E sts, 


* 80 * 


Au? Cn B apris + WOK sre td 4 Zit 2 |n, 
— Acre Oh us + WH rere) , 当 215,21, 
C- Lot Qn... + WOR! treed 一 

《一 IYE Ch woh' 0,25 2 


(2. 5. 39) 
2°. a B pe LT M 
Aur (toh merte + tabh’ atra) * as 2h, 2 I2, 
= ACD AY Coh i. + usb, 1) 里 当 2.212, (2. 5. 40) 


Vi GU A uuu, rw RÀ uuu) — 
Cm IFEA Qu, — wa, 258 2 |1. 
4E — ÆC. 4. 100 rH m — ti prn — ti + si 
Ahit Wip mw! uuu web! Mitri 
— CEH Qus íi wA! uaa. 
将 (2. 5. 13) RI C2. 5. 14) 分 别 作 用 于 上 式 两 边 即 得 所 证 . 
推论 
ro ADO Dh 
《一 D' y "AVI ut Gu aera — uA uoi 2|n, 
~ " DE RACED (er bio, — Wolter iD 3 Zin; 


(2. 5. 41) 


LS c= 《一 ]yrtrnmp ms x 


2". AT. | 


Ge hu, mn WA mhra) + 2 Cah’ ppa + ww, bh! 4,1). 
(2. 5. 42) 


XE 由 (2.3.19) 
Weu C71) 15 "Geo, wes ua 
于 是 hates 
CD e b 7h. (siu, Wotan) 134 21t, 
ope * C7 LDO a, Goss gas i 34 2. 
这 样 ,对 情形 1,28 2 je 时 可 利用 (2. 5. 39) Oft w 29 a), 2% 212 Bd 
^ 8L " 


可 利用 (2. 5. 40). 而 情形 2 怡 好 相反 . NICHE UE. 
在 上 述 定 理 和 推论 中 ,把 w SUE b.siE big 5'. Speed 
推论 (我 们 不 予 列 出 ) 即 Calvin T. Long ^ éj 14 PE E 48 8$ xx. 
Libs SERE UIS DELE) T F 一 L WHR FL 数 的 
BUKGE SI T og faut 3: JESE. 但 对 某 些 特殊 情形 ,答案 是 肯 
定 的 ,比如 Hoggatt 和 Bicknell Xf-F. Fibonacci 数 和 Lucas 数 就 
EHN 4 CRI 28 880. 我 们 可 以 将 他 们 的 结果 推广 如 下 : 
定理 2. 5.7 Bs Hb 为 90Ce,1) 的 主 序列 及 其 相关 序列 ， Dui 
i. De 
— (= 1 [5 du. vannas ži Ziz 2|m, 
一 Actu > ik i i-i om 站 2 [2,2 be, 
AC Diy “lot Duam 一 v : Jess 2, 21m, 


- OX ac om — (2) 2° at tests 
(2. 5. 43) 


ul 


2, A4 me 
[xc 
XXE tma. + [T] ors zat. 


W- Vuna 十 (7) 27,25 215,2]|m, 


Ant S D|] uz do pas ZW 21m, 


Aarne | H Ur Eoo. 29 Ze Bhs 
'€2. 5. 44) 


$e $C [Tz 


» $2- 


| t 
a Y [2 Jaz aUu- Da 4 2 |t, Zim, 


m cd il E) - sL; 
一 A SCC 1) | ut ME: 2]|t. Zi. 


E 


2 
pa ewen + (2 on 216. 2]m. 


|- Ba vi? is Vazn + PME 3 2352); 


(2. 5. 45) 


M 


2 i PU - UU jr a zit, 2l, 
Mac 1» M PU -aja + (7 27,34 2 |t. Za, 
mj if 2E 
ud Zil f 
Awe bn Ma (— o|? az Ho om BH. Zhen, 


ur. uy "ne 21.2|m, 


(2. 5. 46) 
证 ”只 证 了 ,其 余 者 之 证 法 完全 相同 . 由 (2 .3.25) 有 
Au? = an mil H Vat—iüa — 


Xj malc me set [BC pe. 
AY f= 1) a => (2) Seca 
Le fg 21 wo» [nm 
s] VeG-ina "^ m 十 | Sr. rora- LETS 
, om mL ten oes 
M n 1? EL al T pn, (2.5. 47? 
WC. 5. 13) 和 (2. 8.14) 
^m in 
ML D LE 
n, 


Fi 
a "WP siu ims 34 2 [552 |m, 
一 一 商品 + 


ur. rte ci 2m 5 当 2 lt 4 Zim. 
(-1 yum SG ym 当 2h. 


NL 
nmol, Vru- w- jis 


AMT p Tm 8- ny 当 2|t,2 | wey 
= ATED am rao cgi pao Y 2 lt 2a. 
Uri Uan- toms E Zk, 
x o Enea qne 


n 27,34 2h, 
FERREA (2.5.47) :并 整理 之 即 得 所 证 者 ， 


上 上 述 方法 可 进一步 运用 于 O(a, 一 1) ,这 就 是 


定理 2.5.8 设 aye 为 fa 一 1 的 主 序列 及 其 相关 序列 , 则 
TO ASTA p'(7]a 


- t= r Zt m ` 
a a (一 D] u EDEN" 2 |e, 


— Amt > ak ¢ — 1 | :] UP IMG nw 了 E 21m; 


f 
| (2. 5. 48) 
co 4D [lat = SI b HI 
+ [Bl ¢ 1y27 (2. 5. 49) 
3. EL |) ot 


a a 


t 


[a , 4 2 m , 


(2. 5.50) 
— Ace MT "EU PEE: Zim; 


H 


4°. xL v? 一 2j ILE + [7 27. 


i 


(2. 5.51) 
PURER UE 1°. 由 (2. 2.35) 有 
.- 84 -+ 


Aur = me ai] mcn = Le et 2i 十 1 Vru- zi- a 
«[?7 | C- D^ 
M Aa CU 1y ts E = an fz, (2 4 $C 17 x 
(7 Uruao — [tx 一 $n? ^ 1] >. CT 1»* ^ n) va E- dae 
(2. 5. 52) 
fe (2. 5. 13) C2. 5. 145,2 |e 时 有 
= NE 
aC 1) » Usi 2. . 
= Dee (^ 《一 19979 a one 
u T accen, fO MÀ Zim, (2.5. 53) 
一 AGES aUas one 4 Zhe, tv 
2 cav UVro i-i» 
= (=D 2X7 C pem an 
ATP Tu aV icq»: 34 2|m, 
= (2.5. 545 


zu s 1H G- di De 324 2]; 
Zi BÉ 
as | 4] Ua de 


=D" 2I M (—1)079?97 D augas 
其 表达 式 完全 与 (2. 5. 53) 右边 相同 ,而 
" . m 
CD | n | Uetit—n-1)» 
=È- 1] "| (—1)"7" Hn eu gas 
其 表达 式 也 完全 与 (2. 5. 54) 右边 相同 . 将 上 述 庄 结果 代入 (2. 5. 


52) FF AUG BNI Suk ey. 
. OFS a? A ot AE C. 3. 25) I (2. 3. 260 进行 变换 
后 ,将 出 现 vet sos AF 22+ 1 a2 ARR EN 
* &5 - 


m 5. 13) 和 (2. 5. 142. 因此 ， ACTOR GIU) Seg 
WERA. RE OP. 


$2.6  —Br F—L 数 的 倒数 和 及 有 关 恒 等 式 


2.6.] 有 穷 和 多 项 的 和 

锭 通常 涉及 倒数 的 和 式 一 样 ,此 类 问题 难度 粘 大 . 到 目前 为 
目 . 反 有 少数 几 种 二 阶 下 一 ZL 数 的 俩 数 和 可 以 用 闭 形式 表示 . 

定理 2.6.1 Bae wad) 中 的 主 序列 , 则 ?+ 为 非 零 整数 时 


DaS DE m fees, 


= n, Q/|u, — "PT (2.6. DD 
证 ”由 《2.2.48) RING 
He = Hes oa oon = Co XY Tb DP Geass. — uy uu). 
ipn: C— LYG fet — a, fle yy ty. 
今 1 一 2* +r 得 


C- Oa 70 fus, zt unu af gru m Mgr ter 
Af ESRAT n A, 1 Bll m KA BLAS SHE. 

推论 1 b= 1h 

oh fit =e yt oe fist sus (2. 6. 2) 
aL las u 21r， 
ith E 
CL + udu, + 2/ug S Er. 

证 Bb= i ACE. DA 

C— Fus S l/u r= Hp U UM apo an ya 
为 了 得 到 (2. 6. 22.24 21r m FUE EEA PAG A 1e 即 可 ,而 当 
2]r KURI u 十 2u. 此 即 所 证 . 

推论 2 b=- 1 
Dekur =G mu utulu (2.6.4) 

34 (705 E E E BE Soc wk n zs REOS ET. 如 Good", 
Greig ^ 112%] HoggattU-79 及 Bergum #1 Hoggatt!? ?? 的 结果 都 是 

. 86> 


(2. 6.3) 


我 们 的 推论 1 中 当 a 取 1,2 等 值 时 的 特例 . 1988 4 , Horadam'*?€ 
对 as= 一 2:r 芝 1 得 出 了 我 们 推论 1 的 结果 ,并 指出 当 a 取 一 般 值 时 
也 有 同样 结论 ,但 他 未 进行 证 明 ， 

上 述 定 理 还 可 以 进一步 推广 ,这 就 是 

定理 2.6.2 Bu A Qt £0 中 的 主 序列 , 则 rs S50 Hf 


DDD M9, 6.5) 


a lr H, un. 
证 | 3EQ(Qu3.1D 中 令 =st— i.p lg = 二 一 {s 一 1)t 得 
yl, T Harm = (~ D)" !u qas 一 一 【一 bY uncus: 


， 《一 1YP eg yA Cou) = uc uy — Hag as 
ELA S t= vl .7r* 售 前 即 可 得 证 ， 
当 s 二 2 时 我 们 就 得 到 定理 2. 6. 1, 当 2|s 时 我 们 可 得 到 类 似 
于 定理 2. 6. 1 的 两 个 推论 ; 当 z1s 时 ;可 得 到 形式 稍 不 同 于 前 者 的 
推论 . 这 些 推论 就 不 列 出 了 . 我 们 还 指出 , 当 5 — 1 时 我 们 就 得 到 
Popov' ?^ 的 结果 .他 的 证 明 方 法 是 ,在 显然 的 恒等式 
a — a" _ 1 1 
GQ—-2 aT 1-0 1x 
RS 2 = (2,/2,) RAM aR ER noc H 0.1 的 特征 根 ， 
z= lat a! F4)/2,2, — (a — va! 十 4)/2. 他 还 利用 显然 的 
恒等式 


ona E pipi _ glg 
lHa 1-2" 1-2" 
证 明了 在 Cail PRP AR IS ARE YT O(a, b) 成 立 , 即 


EH 2.6.3 14 Ola.) 4 Ax ,其 特征 根 为 TT 


为 如 中 广 下 序列 与 广 L 序列 , 则 
"m r Zar m-1,275 5 e. 
2 ， (2. 6.6) 
Ua (ermar), Cry — Te) mt 


证 “我们 再 用 另 法 和 证 之 ,由 
(x, — Zu = v, — 2x4 
得 Gn un Lp uy = uuu, (v, um 2x5) = V (tty, — 2rju) * 
E] 8T * 


. T, Cr, — x0. — (mi 一 xiUa 
t= 2 +7 SPUR ri “ 程 
Faft (0 Faft 0 Si: 
Uter Gri 一 EUr Gn 一 Tp ag e 
HE REHE- 


E 2.6.4 we Ry Nab 中 的 主 序列 及 其 相关 序 
Bil. Wd 


Po Dy Sed getty, (2.6.7) 
WEM; 2 Hatt 
a T (by _ lt 
2". UO WwU.-: 2 Vati (2.6. 8) 


dE ”由 人 42. 2.52) 得 
270, Mat 一 2(— by 
: Cul i[e-fTa 
ae 2 


V AMA uy Ma+1 

(—b5y 1 fuai Ld 
及 THU. n 2 | Tai v. | , 
由 此 即 可 得 证 ， 


2.6.2 无穷 甸 项 的 和 

获得 无 穷 多 项 积 的 第 一 种 途径 自然 是 直接 从 有 穷 和 多 项 和 取 极 
限 . 因此 ,根据 上 一 目的 结果 我 们 有 

定理 2.6.5 设 人 (a,5} 有 A 0, REI F 序列 及 广 世 序列 
分 别 为 mi, 其 特征 根 为 noro A lel > jz: W 


1°, 之 TD 


ug, Ht il, 


(2. 6. 9) 
2°. mr Zt 一 一 6350); (2. 6. 10) 
Up" ay aa Ju, 
8. D oe a ee: (2.6.11) 
HUS. 
po Latt. sd .. (2.6.12) 


Uri 22, X3) 


* 8B « 


DEJE F 173} A= Oth ai. [ED x = xDBPu-—Gnddx. 
[A talte > xy (n= c). 
推论 1 b= yr AOR 2o.4/we—ce-ix!). (2.6.13) 
EH c, [82.6.25 
推论 2 b= 1B Dol /ue =u Aute. 
(2.6.14) 
第 二 种 途径 是 利用 极限 的 性 质 . 例如 ,1981 年 Backstrom!? #7! 
证 明了 
定理 2. 6.6 xf Fibonacci RAILS.) 及 Lucas EAKL) 有 
Dare fcr Hfr) VE GEG lore — (0.615) 


证 ”我 们 采用 [2. 33] 中 的 证 法 . 设 a= (1 十 55/24 = 
a”, Bo 


aa 45 1 1 
(Somat + Foret) l= ara) [1 十 got} 1 + @ 


mo X[uie-u-l 


UT UU +g 


=> — Dy ert — (Gd 2 


TN "ug 77714 
—--1l (N=), 
这 是 因为 (1 十 gd) 二 re 二 于 是 得 所 证 者 . 
X38 1991 4E, Andre 一 Jeannin, Richard'^?9 (FART 
SPE 2.6.7 %f Fibinacci [E 7| (f). 及 Lucas HE 30] (0,3 A 
Ye Dae Samer the VB =s Gf 2 5.540); 
(2. 6. 16) 
1 
+739] [ji a. 
(2. 6.17) 


] 


PO Dg 527 -[*5 


其 中 4 一 《1 十 5 )/2. 
证 ”只 证 1, 可 仿 此 证 2*. 我 们 有 
" 89 . 


BY uk. 


xL 


EZ 7 
4 5 
2S tica (2n tU gba" 
N of 5 ati 
nh aiming p) CT tl) 


IN 
M 


x 1 
—u t m amiapl] Ætt] 


a 
1 1 1 N 1 
=F [ 之 二 ET | 


1 


—— 


SEEN 
fA 
1 (:— 22/2 i 1 
fF [e mn 
:— 23/2 
2L 1—5/G f (Noe). 


近 些 年 来 ,大 们 对 采用 其 他 函数 或 级 数 来 探求 或 表示 FL 
数 的 倒数 和 ,并 建立 有 关 恒 等 式 逐 渐 感 兴趣 . 例如 ,1986 年 Gert 
Almkvist 利用 Theta 函数 证 明了 

定理 2. 6.8 对 于 Fibonacci ICS} Æ Lucas FR) 有 


1°. 


“A 
"=la t2 


8 1 Aloga 


i, 1 | 4 e 


loga 142597 C-1Ye tne 

a— (4 Y 5). /2; (2. 6.18) 
oa fm VE Dus. (2. 6.19) 
(SA) = SE Deri @n—-1)/lnas (2. 6. 20) 
320. / fit Za fa 

=5( 1 0/8. Diels (2. 6. 21) 
(1-497. Mia) 


| LI fea) H HADE, CL DI". 


(2. 6. 22) 
下 面 4 个 函数 都 是 Theta p UU Cp XU TH JE n © ZR 
和 ) 


RERNE lee prgn t giant De, (2. 6. 23) 
Ü,Cr.q) = p3r gn nm, (2. 6. 24) 
Gr,9) = eres (2. 6. 25) 
0G.) = 之 (一 1g em, (2. 6. 26) 
A =p (0,92 ,7 = Gr Zy, (Og j=l,; d, 
WY? 18, /8, 一 一 | 14-8275. ae (2. 6. 27) 
取 geal ale 
$= GET i*XX ae 


由 此 有 St a~4- 8,/0;). fK 8 Ge qo PRE GA. 于 是 可 得 
LRF 1° 之 详细 证 明太 2 一 5 之 证 明 参 见 [2. 33] (2. 6. 160278 
WRB. E e "e107 3， 琢 只 需 机 其 分 于 ,分 母 中 无 穷 级 数 
的 第 一 项 妈 可 给 出 5 的 30 个 正 确 小 数位 , 即 有 很 好 的 近似 公式 


- 1 ,. 1 1 x 1 
2 Im 十 2 8 + 4loga + (loga)? etr — 9” 


(2.6.28) 
1988 年 , Horadam"^* 利用 Jacobi Hf Ed] Eg pi 7?" pi wr 
bdo 


dt 
一 (2. 6. 29) 
f. fl -— sint 
和 x =| ee ery) (0.630 
71 一 Asin? 


51* 


1 


定理 2.6.9 i Nla, DH AT 0,u, b 分 别 为 其 中 广 F 序列 和 
广 工序 列 , 则 


oa — =a 1 -— A 

1. p-1 时 > "- = E aK, (2. 6. 312 

2. 6 一 二 1 时 Xati, (2. 6.32) 
FL 


证 我们 有 Jacobi 求 和 don 
Svr ad 2K - ag" —OAK 
1 十 之 PK gy yn Yao _ x 


LL a-q 1-2 g^ = Pa s-0 十 qi 
(2. 6. 33) 

4 a= (at SAY/2,8=(a-- / 2/2, 0] b=1 R} 

1  a-B vA, pe 

tog | qi lit —1— BA"-? . 
VIEN] «0, Ny — — 918 

-1 

-1 Jagr? 

Ben- g lcg 
由 此 可 证 得 1°. 叉 当 5= 土 1 时 

Poo g _ 

vn o EB 1 Tg (Ve BD, 


SE di e vr ER 2°. 
在 同一 文献 中 ,Horadam 还 利用 Lambert £pi U 210 491 
LG) = OU x"/(O c arb (2. 6. 34) 
FUT X Lanbert 级 数 
L(a,.m) = 25.4277 — ax" jx] < 1, lar] <4) 
(2. 6. 35) 
证 明了 
定理 2.6. 10 在 定理 2.6.9 的 条 件 下 , 令 a= (a+ VA )/2,B 
二 {a 一 V3)/2, 则 
1. 二 十 1 时 
2) alus = (a = BELLO!) — LOB]; (2.630 
2. W5€00.DiE E hse I2 
* 92 E 


Xn ! [1 - iL]. 


a=} hs. ly? — hs hs — n fc 
(2. 6.37) 
其 中 c= GO, — D / Ou — ħa); 
3. 5 二 1 时 
= Ifon =— LCP) + 2LOP) — LORI. (2.6.38) 


av] 


4°. a>>0,a>1 Bt 
Xnl-e-»[i- 14,6) ] cese 
证 ”1,3" 较 易 证 ,我 们 只 证 2 和 4. 
Bt ,=o 
= [A la +h G1 — A) ]/fa— B 
=[th, ADA (G, — hoe Y (—8), 
1 y5 ` F 
n ha hi—hop 1— B" /c 
_ VERI (/ v c 0g Q/o fr | 
ÁAB.1i—Q/ Y coge 1-Q/OB^ I 
其 中 A-—h,—h,B, H— h, hod. 
Vo a—b-1BMdEI«ig/v cx. 
(ase oP xg cU IOZOH I 
故 适 合 运用 (2. 6.35) 之 条 件 , 由 此 得 证 . 
4. ‘Vaom|ei<lel, 


。 1i,  «—B 
LE J u — a _ Fm 
> a Dg FT E DDA, 


于 是 X, i == (a 一 D> Da Bley 


= (a— Bg Zu. 二 全 


_ fa) (Bfay 
DlH it >. j11— Q/eCB/aY jj 


= OF 4 


X |1/a] «1, l1/a| + 18/a| «1. CB BUE. 
其 他 结果 我 们 就 不 一 一 介绍 了 . 


9j- 


E $ ox E 
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第 三 章 ” 同 余 关 系 与 模 周期 性 


F 一 L 数 的 同 余 关系 与 模 周 期 性 是 FL 数 在 数论 ,编码 理论 
和 其 他 方面 应 用 的 重要 理论 基础 . £E ite T FL 整数 序列 
的 一 般 概念 和 a 的 相关 环 中 的 同 余 关系 ,然后 较 系 统 地 讨论 了 
F—L RM SHREK. MAB F 一 I 序列 的 模 周 期 性 ,我 们 进 
行 了 较 诬 入 地 讨论 ,其 中 包括 引入 “约束 局 期 "的 概念 以 及 介绍 关 
于 多 项 式 的 横 周 期 的 几 个 重要 结论 . RERU EHE TPF 
列 的 模 周 期 性 ,简单 介绍 了 Alab 1) ES AE. 


$3.1. 一 般 概 念 和 引 理 


，1.1 4 的 相关 环 及 其 中 的 同宗 关系 

FS HXeXO.1.1)8.2a5:77,8 EZ, BE o ES os 
c EZREN n220 78 s. € Z ARO GS 为 一 LL 数 数 
序列 . 称 其 中 每 一 项 为 P-L 3898. 38 & (01. 1. DA F—L 整数 序列 
的 集合 记 为 0,05, as), 它 显然 构成 一 个 了 模 ,我 们 称 之 为 
F—L 整数 序列 楼 . 在 不 引起 混 清 的 情况 下 ;上 述 诸 概念 中 “整数 ” 
二 字 均 可 省 法 . 

X a—-1HD.X[ a0 nu ASR Ay arse] 时 ,一 般 请 
ie SPE eR au cni 时 ,我 们 人 允许 把 下 -一 L 整数 序列 拓展 到 
Ls) 72 DRE ati FUETÉ GT. 7 

当 我 们 考察 整数 序列 en} TRT E o RT A E 
(se, (mod 2) JARA B on FRB. AAD 0; 的 相关 环 中 的 同 余 关系 研 
"EX ATE PF) PP TK. 下面 我 们 就 来 介绍 这 种 方法 . 
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€ fae = ihi aD = h A) f -—4- k ER ERA 
一 (rzD. 仿照 第 一 章 那 样 ,我 们 可 以 得 到 如 下 一 些 环 ; 

LY. 整 系数 多 项 式 环 Z[z] 对 (OMA Zico); 

2^ ZV a iO 

= la|a—5,0 7! J3- ED BT bi IE ZV a’ (3.1. 1? 
其 中 ZV: 7 U fü Et a= (2, lacZ!). 

根据 81. 3 末尾 的 说 明 ,ZV( 人 中 的 运算 理解 为 正则 的 或 非 
正则 的 依 其 体 条 件 确定 ,今后 凡 未 涉及 9 的 具体 值 的 定理 或 公式 
中 ,我 们 均 把 #8 看 作 正 则 运算 意义 下 的 元 素 , 而 不 特别 声明 . 

3*. M;CA)— (UM | M—B,A* 7 Fe Hb 5, uH EAE, dy EZ); 

(3.1. 2) 

4*. ES Tirta Ea 于 整数 环 所 生成 的 扩 环 ZT Ts) (此 环 
在 第 一 章 未 曾 出 现 ). 

上 述 四 个 环 统 称 为 0. 的 相关 环 . 由 于 这 些 环 有 些 析 类 似 的 
性 质 , 特 别 前 三 个 环 是 彼此 同 构 的 ;我们 有 必要 统一 进行 研究 . 在 
Fia ver RIMER RRO, 的 相关 环 之 一 . 

iim 为 大 于 工 的 整数 ,对 a,8ER, 当 和 且 促 当 a 一 8EsmR 时 称 
ay BOSE on 同 祭 , 记 为 a 三 BC(mod m) 若 存 在 正 整 数 1, 和 送 合 

d=] (mod m) 为 R 中 单位 元 } . (3.1.35 
旭 称 其 中 最 小 之 :为 z XE n 之 阶 , 记 为 ord; (a). 

下 面 诸 引 理 中 未 加 有 证明 者 均 是 显然 的 . 

51 3.1.1 iE a,ßf. Y, 0ER, a= f (mod m}.¥=8(mod m), 
DU 

1o eetY¥y=Prt+dy(mod m) xy E R TFET LEER. 

2, a¥=f8dCmod m). 

引 理 3.1.2. i$ «PE Ra B(mod m) a= BOnod m), ged 
On: ang) == 1, W| a BGnod mimi. 

引 理 3.1.3 Kp ARM a GE RI EZ il 

Os ay — bue ) maar ++ + ba? (mod p). (3.1. 4) 

JETE Sp MX gGO€Z[xl.«c€R,.j 

+ 99 = 


gia Egle) (Qnod p). (3.1.5) 
引 理 3.1.4 d; «,8€ ZV, (0) asm B (mod m3 Wj T (o =T 
(BR NOEN CB) {mod m). 
155138 n] JB z IS X 89 48 SE 
引 理 3.1.5 Ze, PC Mz CA) az BGanod m), W T GO =T CA) 
AX detasdetgImod m). | 
引 理 3.1.6 Zr aC ZV, OD W oR m WY BR 
ged Gn ,.N Ca) =1, FSI 0 ER. m BIET TEE AR PE RE gcd (m2 = 
L 
引 理 3.1.7 Hee Mz CAD, Wi a WH m WMH RBA 
ged Gn, deta) = 1. EER) A XE m APRA BRE ged ma = 
1. 
SH 3.1.8. eGR ord. CFE S TEE AE E a 对 模 m 
By sif. 
引 理 3.1.9 i a€R.ord.(0 一 上 NERS n 38 OS 1 
(mod me), W]e. 
Æ Zle dM f(a) BY ordo (cd — t HA 
xz-i0molim,.f(üx. (3.1. 6) 
SO SRL YER QE 30 E zh B Sri) RD IER FOOD IPSE m 周期 
并 记 为 Pon. fF GO =: 的 话 , 则 有 
8138 3.1. 10. € Z[x OF GOOD HA ord (= PGn fF 6x22. 
'E FF EB FEA ged ma = 1. 
以 后 我 们 将 会 看 到 AAT. A AR 中 元 素 的 阶 ， 
有 于 使 用 特征 黎 项 式 的 周期 :各 有 各 的 好 处 . FIER OR 中 元 
素 的 阶 的 性 质 和 计算 . 
引 理 3.1.11. Bra€ Rem, tone, Wl ord, Ca) 1ord- Co ,假若 上 
述 阶 均 在 在 的 话 . 
引 理 3.1.12 设 p 为 素数 ,a€E RR,ordy GO —:, Jill 
ord, (a) =t BY pi. 
证 BES. 1+ p+ £, FER. 
* 100 * 


RI 


eni [T eee (5) crit (mod gr, 
ord ,^1(a) | pe. {E e lord y+: (a), AEE. 
3133 3.1.13 i$ p ABR. ce RLF ord, =i, H f= 1+ 


p'B.iz=1,f80Cmod p), hy 


ft, lars 
ordy (a= | 当 Á (3.1.7) 
tp roi 


证 dere 时 显然 . di pA ordeo 42, Rh ord, Cad = 


tp. 由 已 知 又 有 


eie P) ege [5] qim rr 
=1+p" [B+ [D omen] 
=14+-p18=1 (mod p), 
pores 
50(mod p) TR ord, GO se pe, GSE pte. BD rit 


1,¢-+2 时 引 理 均 成 立 . 仿 此 用 归纳 法 可 完成 证 明 . 


推论 ”在 定理 的 条 件 下 ， 

1. ordy Ca) |p") + ord, Ca); 

2°. X ord, loods la) W] ord, (a) — 97! * ord, (a); 

3°. F ord, Ca) =od p (a) — ++ = ord; (a) Ford, +1 (a), Bl] 1s 1. 


时 ord, Ca) — g^! * ord, (a). 
参照 上 述 引 理 可 以 证 明 
31 3.1.14 Wb e€ RS ord (a) =t, He =14+-2'8, 72,8 
zÉ0Cmod 2), lili 
ord, (a) — in ISS; (3.1.8 
ip, roi 


“推论 ”在 定理 的 条 件 下 ， 


1 ord, Ca) |2^! + ord, C; 
2* 区 ord, Co ord, (a), Wl] ree 时 
ordy (a) == 2°"? + ord (a; 
3. FF ord (a) =ordala) = +" =ordy (a) Ford, (a) ,网 rr 
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时 ordy Ca} = 277 * ord (aD. 

2[28 3.1.15. 在 非 正则 运算 下 

ord. (8) -«lem Cord. Le, sr ,ord C42), (3.1.9) 

只 要 上 式 有 一 边 的 阶 均 存 在 ;其 中 orda (OF) EM ZV CO HIT, 
而 ord (x, 2 C= 1, AERE ZG s x0 PE. 

证 Ub ord, (D =2 FE AS 

=) +m Bs B= ya ya) E ZV C0) FB EZ Cass 
x) isl .上 AS AHR 

i=l] my =] med m), 

ord. Cai) e iE WIE t ARE E 也 整除 上 

RZ. ord. (2) =z, 的 存在 可 推 知 ord. (=: 的 存在 , 且 
il. il. 
3.1.2 模 序 烈 的 拓展 

FE £z Ca «a2 P XE ged oma — 1, M] as XE m SMT a! 
存在 ,那么 我 们 按 下 列 会 式 把 O: 中 的 模 库 列 (ww. (nod m) HRE 
n«0 的 情况 : 

Way Cte gp A Wye mod m). (3. 1. 10) 
AR Bit BAe Mi atl 时 ,对 于 nel0.2.nod m BAT w, 与 
Oz 中 原来 的 w. H RE RGB AH aT a. 

不 难看 出 ,前 两 章 有 关 FL 数 的 公式 一 般 对 模 序 列 都 是 成 
站 的 ;只 要 把 其 中 除 以 某 数 看 作 飞 以 某 数 对 横 x 之 道 元 (如 果 存 
在 的 话 ) 即 可 .上述 看 法 ,对 拓展 后 的 模 序 列 也 是 适用 的 . 这 对 我 们 
研究 问题 会 带 来 方便 . 

本 节 最 后 我 们 指出 ,本 节 上 一 自 扬 论 及 的 环 民 中 关于 模 es 
[B XAR HORIE R PEF GO HARK. 这 种 思想 可 推 
广 到 更 一 般 的 情况 :就 是 把 上 一 目 中 有 关 概 念 中 的 “整数 " 改 为 “ 数 
域 下 上 的 代数 整数 ”, 我 们 就 得 到 数 域 上 的 代数 整数 序列 太 代 
数 歼 数 序 烈 模 的 概念 . 设 mm 为 相关 的 环 民 中 一 个 理想 ,我 们 同 祥 
可 以 考察 R 中 关于 m 的 同 余 关系 . EAT BUR ERR RY 
主要 内 容 仍 以 有 理 整 数 意 义 下 的 整数 序列 的 形式 前 述 . pipe 
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方法 和 结论 可 以 直接 或 经 过 修改 后 推广 到 一 般 代数 整数 序列 . 
$3.2 [HARTEN 


3.2. 1. 下 标 成 等 差 数列 的 子 序列 的 同 余 性 质 
1986 4 Freitag!" “HERH T 
3938 3.2.1. IU} Fibonacci 序列 ,A EZ", MCE neo 
Sette == fave a mod 103 (3. 2. 1) 
成 立 的 充 要 条 件 是 del 或 5(mod 12). 
同上 所 年 ,Freitag 和 Philips V gg 8g T 
定理 3,2.2 设 各 Eta 加, 户 为 奇 素数 , 则 对 一 切 # 关 0 有 
VU, ap atte, + Ote, (mod 2p). (3. 8, 2) 
1988 Æ, ExB A ^E HE ER T 
定理 3.2.3 ib mci Cape a) BARRIER. P 为 素数 ， 
则 对 一 切 neo 有 
Wa ap EERW ep bb away tage, (mod p). (3. 2. 3) 
1989 4 ,Somer- f& ExRZg BT on FR a 
对 Tu € fhe (a, »***,a,2 RFE dil n20, 是 否 存 在 正 整 数 d, m, m> 
1; 使 
"Use kd Hay Waseca bt ttt bathe Par, (med m». C3, 2. 4) 
他 作出 了 肯定 回答 ,得 到 了 如 下 一 些 解答 : 
定理 3.2.4 m= p ARM d — p Ce 为 非 负 整 数 ) 时 [3. 2. 40 
Blur. 
定理 3.2. 5. gedGnad—1 BT FREE ,使 得 dum 
(mod paa. 2. 4) I sr. 
推论 m= p HRB. pha " TEREM m AEE d=p Ce 
AVE SUO RI G. 2. 4 成 立 ， 
定理 3.2.6  gedCc. 2 — 1 Bb XE A P EDU RI RU 
IE RE HER RR p (he m=cp.d= p C 为 非 负 整数 ) 时 (3. 2. 40 s 
AE. xii t m. PEE RIP)BE ¢ E (S LMR psICOmod g) 88 
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定 ( 可 能 除去 有 限 多 个 值 ). 

推论 1 We HEOMRAM cla WIE ETE XT 
RB IE S ROR p. (48 m — cp. d — e Ce 为 非 负 整数 ?时 (3. 2. 
4) 成 立 . FMR FEB EAR 8, 使 得 上 述 p 由 p=c nod g) 
确定 (可 能 除去 有 限 多 个 值 ). 

推论 2 id weled p 3 为 素数 ,e 为 非 负 整数 , 则 对 一 
Wl nzz0 有 

Wares WO pe thw, mod. 2p). (3. 2. 52 

定理 3.2. 17-3. 2. 6 及 其 推论 证 明 较 为 元 长 ,我 们 给 出 如 下 的 
推广 ,并 采用 我 们 记 建 立 的 F--L 数 的 宕 示 工 具 给 出 简单 的 证 明 . 

定理 3.2.7 设 (a, aD IUD Cf Ce) Wc. 2. 


4) 对 和 任何 we 02 均 成 立 的 充 要 条 件 是 
FLA =O Cmd m, (3.2. 6} 
Bn Ag AS Pte tay AT +a,E (mod m). (3. 2. 7) 


证 ”充分 性 . C3. 2. ORE WEE no H8. 
Att Meza, Ant 47U4 deta, LAT +a A" (mod m). (3,2. 8) 
利用 引 理 2. 1. 1, BU 3 C3. 2. 4D. 
必要 性 . EG. 2. AXE EET wc 0; PH IRE 2.1.12 
BAT BC. 2. 8. 令 5 —0 BAC. 2.7). 
下 面 利 用 我 们 的 定理 来 证 明 前 述 定理 (4 在 不 司 的 证 明 中 可 
能 代表 不 同 的 联结 矩阵 ). 
定理 3.2. 1 的 证 明 : 
E £029 00,1) BY SEE Al ie Rd ey RT d Cf.) 线性 天 
示 . 故 (3. 2. DRRR a PE fie HEAT ULL CE HS 
UC OUR fi RD. 因此 ,根据 定理 3.2. 7, (3. 2. 1) 成 立 的 充 要 
条 件 是 AMS A*H-E (mod 10). 两 边 习 ACA 为 4 5363 RHE 
移 项 后 化 为 
(—1MA'— Á'z(C—1YE (modlO. - | (3. 2. 9) 
当 2(d¢ REB CA AD =E (mod 10). 
化 为 (2A— E) fu=E (mod 10). 
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由 表示 的 唯一 性 得 2220  — f41 (mod 10) ,此 不 可 能 . 
当 ote 时 由 (3,2. 9) RT TR. 2341 (mod 10), (2.359 Lucas 序列 , 写 出 
himod 10) an F ; 
2,1,3.4,7,1,8,9.7,6,3,9,2. 1,7 
Fy 4 ELMO d= 1 9€ 5Gnod 12) if 42:1 (mod 100 3E. HE. 
定理 3.2.4 的 证 明 : 
SCA" =f CAM =0(mod p), 
Mik ee 3. 2. 7 XT FE (3| m € N, (3. 2. 2 RAE. 
定理 3.2. 5 的 证 明 : 

当 geq 一 1 时 由 引 理 3. 1. 7—3. 1. 8 l ord =e & 
4£.d=1 (mod 8) 时 ,可 设 d—Ag—1.TdÉ 

FLAD =f CA « A)exfCE - AY f CA) S 0(mod m), 
故 得 所 证 ， 

定理 3.2. 6 的 证 明 : 

当 ged (c,a)—1 ST AEH ord. CAD =g 在 在 , 车 取 素数 p=] 
(mod g) RHEA p==1 (mod g). FE LAER f CA" ) 0(mod 
c) 55 —Jr ilii. f(A" )8 FC A)? 90 mod p). 如 果 我 们 这 样 选取 p, 
使 pic. WU H3 SHE 3. 1. 2 48. SCA") =20(mod cp). 3X BELA meped 
=p 时 (3.2. oss. 

另 一 方面 ,由 Dirichlet 关于 算术 级 数 中 素数 的 定理 ,适合 p= 
Imod 2) ZK RT 3 5 ER. 其 密度 为 log) (8 为 Euler B 
300-9. 从 中 去 掉 可 能 整除 c 的 有 限 个 素数 ,密度 不 变 . 证 毕 . 

定理 3.2.6 Hit 2 的 证 明 ; 

FLAT 4 SCA") =OCmod p). 7^. 2Tp. HUS E f CA^ 20 
(mod 2), B SEXE A?" ea - A" --bE(mod 2). 

4 a=b=0,1| A =eAt+bE=0(mod 23,410 BR. 

4 a==0,b221, N] A! E(mod 2); 4 a2x1,5zz0, ll] A724 
(mod 2). 结论 均 显 然 . 

当 qz 525] :网 A*==A+ Emod 2). 可 得 A^2:2A-4- E&E (mod 
2). 
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P3, 

f 71 8X 2(nod 3), Tfi A” =A XX, A'(mod 2), A £A! A 
(mod 2). 因为 A! A+ E R ASA -- ECmod 2) EE RE Ra 
证 . 

因为 其 他 定理 或 推论 均 可 由 已 证 结 洒 直接 得 出 , 故 至 此 ,前 面 
六 个 定理 及 几 个 推论 全 部 处 理 完毕 . 

定理 3. 2.7 的 条 件 还 可 进一步 放宽 , 即 不 必要 求 (3. 2.4) 对 任 
fl t» € £27 均 成 立 ; 而 只 要求 对 个 别 的 w 成 立 . 为 解决 这 一 问题 ， 
我 们 需要 把 Mz(4) 中 的 同 余 关系 推广 到 一 般 整 数 矩 阵 ( 即 每 个 元 
素 均 为 整数 的 短 阵 ). 

Ram WAF »0BS.A—(,8H B= (50.2) BREE, 
4 BR SRY) lity. lSjn WA 2, =6, (mod mH A 和 
BOW m 同 余 , 记 为 4 三 B(mod m). 整数 矩阵 的 同 余 关系 具有 
Mat4) 中 的 同 余 关系 的 一 些 类 似 性 质 , 可 参照 本 章 第 一 节 . 
定理 3.2.8 BS ad BAH 220f(z)) we 
EAFA WW, 22 vo 的 第 4 列 , 则 (3. 2. 4) 成 立 的 充 要 条 件 是 ， 

| FCADW,==0Cmod m), (3. 2. 10) 
Bp Wua Wana tta WataElmod m), (3.2.11) 
亦 即 只 要 (3. 2. 4) 对 n=0, l1, £— 1 成立， 
其 证 明 是 显然 的 ,从 上 略 ， 
3.2.2 主 序列 及 主 相 关 序 列 的 同 余 性 质 

主 序列 及 主 相关 序列 的 同 余 性 质 应 用 最 多 因 面 是 研究 的 重 
点 . 

定理 3.2.9 设 W,b 分 别 为 (a, DPE I RAMEE 
列 ,p 为 素数 , 则 

1. “=| 5) (mod 55; (3. 2. 12) 

2*,  v,99v,—a(mod p). (3. 2. 13Y 

证 3 0.8 58 (2085 —:83k98 — AREER, HH 0—a—8651 2c 
ZV (05. 
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Y. HiG—980) 2205 — l^ — (9-P)u, (mod p) 
两 边 科 6-0 (8 
ACTU An’ (mod p}. (3. 2. 14) 
车 pps, WPA 4 对 模 pp 之 道 元 4 ' 得 
wma el | (riod p). 
车 plA p2 时 由 afe ab 及 递归 关系 易 知 
u,==n(a/2Z)" mod p}, 


S| (mod p), p—2 时 结论 显然 
i 
2. v= — P= CO+ OY =a" ==almod p), BPE. 
推论 1 营 pt2. 
。 Aj p 
1°. | 3 | 1 时 
[ML I step gy IM PL) sup- ema! + 26(nod p (3. 2. 15) 


u=0=] 


a å} 

2 (gmin 

Up ab stp HOt, 2 ey E bC mod p); 
(3. 2. 16) 

3°. pl 时 

tp = — Da tay E2 1ayo mod p). 
(3.2.17) 


证 ”根据 定理 的 结果 及 (2. 2. 9) 和 递归 关系 即 可 得 证 . 注意 ， 
4 plant. pee... pho wa SH p cia Ur. 

推论 2 车 pi2b.UU 

1*. uy-( 4) emod f); (3.2. 18) 

2. phat vp (4) =2¢—a) 207 {R} ) Gnod p). (3.2.19 

1988 Æ, Robbins ^ 把 定理 3. 2. 9 的 结果 对 A> 0 的 情况 进 
行 了 推广 . 我 们 再 把 它 推 广 到 任意 4 的 情况 ,这 就 是 

定理 3.2.10 use 分 别 为 0zta;5) 中 主 序列 及 其 相关 序 
列 , HRM, precd(a,b) REZ, Wl 
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Lo var =E tn] (mod P (3. 2. 20) 
2°, pees 时 my =| Ê) ra- (mod H); (3. 2. 219) 
(— uis 2]4 
3". 一 2 让 = (mod 2") (3. 2. 22 

P 时 mr | 21A. m ? 


JE ob, Robbins Xf E 2,3: RAT pha 的 情况 . 他 的 


HE BR HARI, FRETA a 18 TRI ER UE BRI. 
证 Rap ARER 0,8. 
C1)pt25 时 ,由 定理 2.3.9 及 其 推论 1. 
PA BI 6^ =u,0+ bu, =almod p), 


(3. 2.23) 


其 中 当 | S| 71 或 一 1 EH A «0 LD. SERE Oat pA 


€ ZV,OD. 


则 OF wtp p+ | 9) Pr 二 


依 此 可 归纳 地 证 得 
OF af + pr, Ba EZV O, 
Bp 8^ ^ (mod p°), 
KA g^ = (mod p). 
同 理 P=" (mod p). 
于 两 式 相 加 即 得 (3. 27200 FAS 
(6— Pu 5] (6—Dyu^- (nod. p"). 
Vo pl 
-PAR AC (0 —98) BI48 (3. 2. 21). 
P| 4 trf (G. 2. 12) 4103. 2. 177? 可 得 
. g'—b(— 207) za/2(nod p). 
由 此 仿 前 可 证 "二 (af2) (mod p). 
由 引 理 2. 1, 1 可 得 
un = (2/2) w==0 (mod H), 


及 ym (a/2)" v, 2(a/2)" ' (mod p”). 
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(3. 2. 24) 


(3. 2. 25) 


(3. 2. 26) 
(3. 2. 27) 


HAWG. 2. 25) 可 改写 为 P= (2/2)* (mod p), 
由 此 P =a (mod ph). 
当 m> 时 有 

[0^ ! —(a/2) ^ T —- Y oa 4 Cefn” 

=0(mod 775. (3. 2. 28) 

X d Ca/2)! x2 — b (mod. p) WS 
(a/2) 7 = (— E (8 - 8)" (mod ps 
以 之 代入 (3. 2. 28), UG PERLE DAL CC E0007. Cte ARE gn ST 
道 ) 得 


vip a2 (mod. p^). (3. 2. 29) 
比较 (3. 2. 29) 158 (3. 2. 27) SÍ @ m1 HEC, 2 200 RY. 至 于 m= 
1 由 n= = (0*4 - D)! m ^O —, (mod HRPE. X C3. 2. 26) 36 
明 (3. 2. 21) 成 立 . 故 pl A 之 情况 证 完 . 

CE )plb p>2H, 

phecda,b), 

pla. 此 时 A=a' 0 (mod p) BHAT H =1(mod p). 于 是 
u, =] (mod p), TM 0^—u,04-bu, = (mod p). 此 为 (3. 2. 239258 
式 , 故 仿 前 可 得 证 . 

“里 )p=2 时 . 

若 2 上, 则 2ta; 可 完全 仿 CI) 证 之 ， 

E Zeb. W &20--12:1—60-- 8(mod 2), 此 为 (3. 2.23) 之 形 ， 
B BTE. 

XP 2la,2hs, Mt 314, 并 有 8 1 God 2). 此 为 (3. 2. 250. 
形 , 可 仿 前 证 之 .至 此 ,完全 证 毕 ， 

C3.2.13) 可 推广 到 高 阶 请 形 ,这 就 基 

定理 3.2.11 o X Olas sas) 中 主 相关 序列 ,p XU. 
则 对 snEZ1t+ 有 

v.,55v. (mod $). ` (3. 2. 30) 
iE B n 的 特征 根 为 Ti xis 则 
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Um =n = (af cte bal Salto +27? =v, mod p). 
此 定理 进一步 推广 到 p BY OE SE OU ME, (B. 1982 年 
Adams 和 Shanks” io 对 特殊 三 阶 序 列 证 明了 
定理 3.2.12 Bee Jp GS ID PEMA. P WR m 
€Z lj 
v, Uu mod p>. (3. 2. 312 
dE 设 吕 之 特征 根 为 x,B;7Y, 令 a 二 十 记 十 让, 刀 二 一 Cr 六 
+ at +r) iw 为 (asb1,1) 中 的 主 相关 序列 ; 则 有 w= 
a EET A ay = tab = Pp AYT E n 
HAR SON PRS Oh EDR AE fo ER m 有 
wi = Co +e Pw, t+ pha, 8), 
其 中 tr,y) 为 整 系 数 多 项 式 , 即 
Uap = UE — PR UmU ou). (3. 2. 322 
JO Uap Eth =E Un mod p) El r—1 时 定理 成 立 , BL rl 定理 
已 成 立 , 即 对 任何 m CZ 


tmp =U mod $7). (3.2. 38) 
在 (3. 2. 32) 中 以 mp m 8 

vu = gt ph pg 1,0 mg!) (3. 2. 34) 
HG. 2. 33) 可 知 

wh mod p). (3. 2. 35) 
REG. 2. 33) PU —m fim A 

Vamp EY Q,71( mod 7). C3. 2. 36) 


V1 (G3. 2. 332, (3. 2. 352, (3. 2. 36) 一 起 代入 53. 2. 34) fR. 

Una = Ub? — phu 2v Oy t)(mod p. 
在 (3. 2. 32) 中 以 mp A m 可 知 上 式 即 

Uns’ E Up" (mod $^). 
YEA. 
3.2.8 LA F—L 数 为 模 的 同 余 关系 

E F—L 数 为 模 的 同 余 式 在 研究 Diophantine 方程 以 及 下 一 L 
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数 的 数 型 等 方面 艾 有 其 应 用 , 故 值得 十 以 探讨 . | 
定理 23.2.18 Bue 分 别 为 Oz Ca. DPHERMRAMK 


序列 ; 则 :E21 时 
1*. ton) "n, (nod v); (3.2. 37) 
29. vap C— 1) ^ a mod v; (3.2. 38) 
3°. an, gum C 1)", nod wi; (3.2. 39) 
A’, Uu, og — 1)*"o, mod w); (3. 2. 40) 


证 1°. E (2. 2.63) S n— km —n- k f& 
uerum C Ius usum m Cu, Good w). 
BD AT 2= 1,03. 2.37) 已 成 立 . 假设 该 式 对 上 已 成 立 , 则 
Hat getii) — Mint par 2k | 
=(—-1¥ lana 
=(— 1) e (- 198 ty, 


z(—1) 72D. (mod v). 


2*,3*, 4*n] A II JH (2. 2. 652, (2. 2. 642 RICZ. 2. 63) 仿 上 证 
zm. 

以 F—L US té CRRA. PRB Jacobi 符号 ,我 们 
有 

定理 3.2.14 ue 分 别 为 zla;1) 中 的 主 序 列 及 主 相 关 
序列 ,网 212,225 20nod OH 
TP. wi 三 3 或 7? Good DR 2 || £ X; 4|2 而 定 ; 


2 zj-co. (3.2. 41) 
3°. 2j- zz (3.2. 42) 
[n a 

e { Ys) 2E. 

4*. |= h (3.2.43) 
1 2 ` 

s. [z] =— T | SEZ IEG al + Abd" dez. (3. 2. 44) 
* 


证 Vk A n HAER, Mi 0 —a0-2-1. 38 21a Bf a! 
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Maal? + 2404- 12 + 2a8-1- 1— 3283-2 (mod 85. 


Fi =H + P= 3a F 4- 5a93-2 — Bal 4-5—5 (mod 8). 
于 是 OM H](1 +4)" 14 4m (mod 8) 
"E go tul Am) Cab 43-1) Cmod 8). 
得 Use = Clt 4i Cav, ve) = C1-- 4m) Ca +2) 
z3(1--4m)—3 3$, 7 (mod 8). fik 21m 3X, Shon 而 定 ， 
X 97 C By =F =at 1 =ale—6)+1 
=— al-+ Zimod 8) 
s Fr iz(14-4m)C—2a08-4- 2) (nod 8). 
得 ten 2Cld-4Am): -a? +493 (1 +4) 


=3 或 7, 依 21m 或 2m 而 定 . 

HEMA A= bm 士 2, 综 上 即 得 所 证 . 

2^. 由 人 2. 2.57) vi; t2¢— 12 7 2 (— 17" (mod wy), 由 此 
得 证 . 

3*. EH u= au, ,J- 7, 29v... (mod a) 40 v, 29v, — 2(nod a). X. 
H PZR 2 Il u— LRA 

is]-cwe a cam] [28 

4^. & b—6m4-2. P+ — v, zS0(mod v,518 P= 1 (mod vi). 
a gi*:—g9*i0mod wa). 
由 此 UT Vpn =U 4 Ha d-2(mod vj). 
而 v,7—a(a!4-33- 4a * (HA = dam Fh, 


*— (HIC 
x (2-2 


B NEN caeco» 2j -1 


v, a 


5*. 由 P —F = (6-8) u,—0(mod us) 


得 | = —1 (mod us). 
X B k—6md 2-060272 £2,¢7-50,£1,42,43,44,5) 
得 Ser t =t et, tet, pl3(mod s. 
m= tvr buy, h2(mod us). 
由 Ei RT AH a 二 一 4(mod 6), A b=] (mod 4). 
Xx. vai +2=3(mod 4) ,v, =u, be, =u, =a’ 4-1 (mod u), 
而 us—2 * (a^ H-1)/2— 2a: a, 221Gmod 4). 
FRM tig—a*d- 3a! 4- 125 5(mod 8) 
3tH us=— imod m) Jt u= — 1mod u). 
了 是。 中 | 一 [到 = 如 -= 一 
a-a-a-a 
us its Hy} | Hs 1 ay ay 


X. d v= —2mod b), v, =a t Aa! -- 2252 (mod 5218 
5:)-(57] - [2 H8] 7) 
Hl b br 


把 上 述 结果 代入 [ 总 | = [8] (=) 即 得 所 十， 


§ 3.3 一 般 F 一 L 序列 的 模 周 期 性 


3.3.1 楼 周期 的 概念 与 性 质 

对 整数 序列 {zw.} ,车 存在 正 整 数 : 和 非 负 整数 mm* 使 得 当 且 仅 
当 nn 时 有 

w, Ew, (mod m), (3.3. D 

TU B (co, ABE m 周期 序列 ,其 他 周期 和 预备 周期 等 概念 仿 8$ 1. 7， 
34 (o. TE m 周期 为 :时 记 了 Ptm,w) =. 同样 仿 31.7 有 

引 理 3.3.1 1€ Pimnw) —t BEERS r AE DUET n, 
使 nn Hj wp =w, (mod m), Mj ejr. 

31 3.3.2 {Ef w € Oz (a, 20 — 02 CA) DEOR m A 
的 , 且 当 ged Gm ar) —1 时 必 为 纯 周期 的 . 


Hs 


—1 


— 一 一 1 
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WE WW, Rw 25 nF. W, (mod mA wm! 个 不 同 的 
剩余 类 ， FEB W,G=0.1 £t m) PERRETE 
W, EW (mod m) , 0m «n Se. (3.3.2) 
当 slm MERRER AT "得 WW, (mod m). 此 即 说 明 
周期 性 . 
当 ged Gn a1) 1 时 A MA m BPE, EE eT ee, At (mod 
mA BIRHEN 8250 AW. =. Gnod m) ,此 即 说 明 纯 周期 
TE. 
引 理 3.3.3. Zen fortes RY) Pn $92 | pn; w). 
引 理 3.3.4 P m=mm ogedón ,mi)-—1,Hl 
Pim.) —lcmP Gn, v2 ,P Gm; $922. (3,3. 3) 
此 引 理 与 引 理 1. 7. 9 SERA AH D MOS. Bb 9 EH EGRE ms 的 
Fal SAH) Bei T VAR BRA BY FR [o] , ET 
推论 Rm BEREIT ARSE m— poe pr 
ynj Pn, tw) = lem PC pi w), 
引 理 3.3.5. XXI — UJ n220 u= (mod ml] P Gn $9) =P 
(mb). 
EHER. 
3.3.2 ”用 相关 环 中 元 素 的 阶 研究 序列 的 横 周 期 
引 理 3.3.6 TE Gama — CA) Do fle) OH Ee 
值 特 征 根 , 则 gcd Gra, = 1 H} 
ord, (2) = ord, (A) — ord (2) =P (my fCr)). (3.3. 4) 
今后 为 了 叙述 简便 ,我 们 只 选取 上 式 中 一 个 量 作为 代表 ,而 当 
需要 时 又 可 随时 换 成 上 式 中 其 他 量 . 
定理 3.3.1 dE mw 09 Or (a a0 — OCA) PEI, ged 
Cn a2 = 1, M P Cn, a) — ord. CAD it O PH fe Fe s] i5] Fr JODIE 
ord, CA). 
注意 : 当 定 理 中 ord. CARA ord, (8) 时 , 则 8 应 视 为 正则 环 
中 的 元 素 或 真 上 值 数 . 
证 由 引 理 3. 3. 2 All u AAA Pn — 2: YY n 
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AM CU 


OBL i uu mmu, (mod s. A Q cp £E— EA w BA m 线性 表示 , 故 
tH £u =w (mod m). f& 3] BE 2. 1. 1 ZBA A A" A* nod 
m). 5 n-—90148 A Emod m2... th ord. (A) |t- 

反之 ,由 ANS=EGmed m) 可 推出 uus =u. (nod m2, 7. X | 
ty. MW £— 0, 5E PREIS Bor SEA. 

EE 3. 3.1 把 求 主 序列 的 周期 问题 转化 成 了 求 4,6 等 元 素 
对 模 的 阶 的 问题 ,也 转化 成 了 求 特 年 多项式 的 周期 问题 . 反之 ,我 
们 指出 ,也 可 用 F 一 L 序列 的 模 册 期 来 求 4,9 等 对 模 的 阶 . 例如， 
朱德 高 中 "1 就 曾 用 Fibonacci 序列 的 模 周 期 来 求 其 联结 矩阵 在 GL 
(2,F,) PAY. 

下 面 我 们 进一步 讨论 其 他 序列 与 主 序列 之 间 周 期 的 关系 ， 

iB w € (a. ,anD,W. RHE n RATHI 


Dj? (w) =det (Waist Wa WOO (3. 3. 5? 
25 w 的 Hankel 行列 式 . 4K (2. 1. 180 SE PUR 
Dí? (9) = (— 1°" Patdet (Wi) Wo) 
=€- 1)" PID” Cw). (8. 8. 6) 


定理 3.3.2. Hu D Ou Ca, ebp 中 主 序列 ,和 为 其 中 任 一 
FRAY AF gcd Gn, DI? (w= 1, W PGa 10) — PGn, n). 
证 ”我们 采用 定理 2.1. SEM PHS os E SE ao 可 写 
wrn À! LW, & i220, ,k— 1 ih 
[ icr Wati (Uu) = A Wi WW. 
HA. ZEA, ERB PET A APH aul Yee, 
ae” 的 线性 方程 组 ,而 其 系数 行列 式 恰 为 D” Oe. 因此 acd 
(m, DP (tm)) 一 1 时 上 式 关于 横 可 解 出 
HERR ay Tt nod a), 
B] u 的 项 可 由 也 的 项 横 知 线性 表示 ; 由 此 可 知 Pru) | Pn, 
t. SFERA MC EH - 
Bi C2. 1. 343 我 们 可 得 
定理 3.3.3 WE OL CAM Asc0, nt 分 别 为 其 中 广 下 序列 与 
广 工 序列 , 若 ged(m 2) —1, W PGn 0) =P nn), 
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A S pc y Ze Xo A A. — $e S OH BSA Te 
f TAA] RES. ER E EC RET BR FE PY. 

ATTE FR PU e) ;大 玉 1 的 整数 oe ERE BERL sy SEE 
EK no RAB pod Gc =L, 使 得 当 县 仅 当 nen, At - 

Wa tt nod ae) a |o c8. 72 
则 er § Aw, (mod w FERAL id 
3) OP Gn ae) su GWA ns WR SPR E e DO HEC COLE 
(PRE on [STAT c 的 整数 UOS T2. 35 mo 一 BYR an, (mod m2) 2g 
akt sp UNE : 

RF RE m FA F—L 序列 ， 因为 周期 存在 ， EARR A 
E. HH9)3E 3. 3.2 món o 

5[383.3.7 iw Coa ti — CAS. WY gedim, a) 
= LE so DE on d£ SJ BY. 

引 理 3.35.8 UE sc SPR tee, (mod. OAL ARE, 
M j220 nen, HT OC 

Wn, 9c mw, mod se)... (3.3. 8) 
OMBRE S AGN GETS. 用 此 引 理 仿 引 理 1.7.2 可 证 得 o. 

引 理 3.3.9 EHE 3. 3. BRIER IA EZ n0, R 
& € Z,gcdGm.c d) = b FERE nat Wats, 9C qw s WY s hsi. 

采用 本 章 第 一 节 的 记 导 , 设 & 为 0x. 的 相 美 RR 环 中 的 一 个 元 
REE S6 ZT RR cCZ.ged(im,o0 = 1, fh : 

ec + Emod o») 61 28 R PAJ), 
WERE ERA OLERE RR s 29 a XP m SR. 28 ord’. 
(a) s IK c AREF. . ， 

引 理 3.3.10 iE £u uim —Oz(F GOD CAD ,9 为 其 
TECRFUETSE MELE ged Onsa? =1 BT ordis (9) ords -rcrd 
4) 存在 ,并 卫 此 时 它们 相等 . 

证 ged(m.a 一 1 时 ,因为 ord。 cy 等 存在 ， i ord’, (0) 55 ^ 
存在 :反之 ,车 ord C0 (其 之 为 代表 证 之 ?存在 , 则 出 8 二 cmod m) 
PEU A ARA C 1Y ^ Dai (mod m). 
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gedGm.rc)-1... gedra m 1. 
X p EHE OE PE ES [BUE TERI 29 RB 93 
5|38 3.3. 11. dt ord' (o) =s, X; ate, * (mod 2.06 EZ, 
Wj sls; ‘ SU 
定理 3.3.4 iu Wasa — D CAYHGETHE 9] wo 为 其 
中 和 任 一 序列 ,gcd Gn = 1. Kl 

1*. s= P Gn.) —ord' (A) +f P Ga ford’ CAD, 

2, u(mod m ATH EA tari o, 

证 1* 完 全 可 仿 定理 3.3.1 fHiE. N. u “在 a= 
cu, nod m) 9+ a= k—1 得 cua ,Cmod m1) , " 2° p 

Hip TEE PRP PG = (mrs | fe 0} AT SE m PO 
tera 1 ERATE. 

51 3.3.12 i£ Qela.--.a) = CA) ged mad —1,e 为 
A XBSE me WFR -F . 00] f ， ， 

ord, CA) — ord, (c) + ord, CAD. (3.3: 9) 
证 设 ora. CAJ =t, Orda Cc) = r,ord', (A) — s. 则 由 A ERE 


Cmod az) 22 5 | FE 3.3. sls X B AUEcEQnod m A =c ESE c 


nod m5. — 

tires. WA tns » AS m" ASA eR ER ț E (mod, 
m ch mod ‘nd I r CBM. 

=r. ut. 

Hse ee et ea RK EEFE: 
3.3.1 AE 3.3.4 有 

EH 3.3.5. u D £g (a, aOR EF, gedim a= 
lic Au bog isl "m mj. . 
如 | — | Panu) =ordite) * P Gnam). Mos (3. 3. 10) 


推论 ”在 定理 的 条 件 下 , 设 P' Cm,W)=5， 7 
风 chez (— 1) ai (mod m). (3.3.11) 


TE AcE (mod m) LER TUR BB E. 
定理 中 的 ord. Co) Ph A a HY oe HY RAR een pt). 
- it? - 


下 面 的 定理 是 上 述 定理 的 直接 结果 ， 
定理 3.3.6 Bu A (uai aD PA EPP, god Ga = 
1.4 Pi Gn) —s. uim, tt)  r.c—1 a ui lil ite (mod m2) — A 
期 的 结构 如 下 : 
Oy sO ls thas apis -Mi 
Üste D,E, cH, Cg iy tt. €H, a3 
Ort 0 dT), oie TO cn Megi tt au y 
此 为 [3. 7185 RBE. 
定理 ,3.3.7 Bu iktassa PRY GEHE m> 2, ged 
Gra) 01, P! (mu) s, pn, ur, HE, 
Y. ase 1 (med m AY i ord, C— ad =A, WE 2 jks BY r lhk, 
Sthks 时 e| 2h H. 2|r; 
2*. a=] (mod m) B. 2] G 125, 3E a= — 1(mod s H. 2155 
yy r£: 
F. a,21 (mod m) B, ZH — 32s, BE ai — 1 (mod s H 21s 
" WES (2k A 2jr 2 RP. 
证 RHE 1°. 2 [Aas 时 ,将 (3, 3. 11) 两 边关 次 方 得 1 nod 
m). 
r—ond.(c),7. rlh&. 
TAE 时 有 cm —1Gnod s, W) =l nod m), 
SO riak Æ rl hRLB = (mod mHE =E mod m) ;此 万 
AS. d 21r. 证 毕 ， 
显然 ,关于 其 他 序列 与 主 序列 的 约束 周期 之 间 也 有 类 似 于 定 
理 3.3.2 及 定理 3. 3.3 的 关系 ,有 即 
定理 3.3.8 设 二 为 Dztar;…,am) 中 的 主 序列 ,和 w 为 其 中 任 
一 序列 ,车 gcd Gn, DS Cw) 21, I| P! Gn 102 — P' Gnu). 
定理 3. 3.9 Buy 分 别 为 JzC4) CA 关中 中 广 FF 序列 与 广 L 
序列 ,车 gcd (m, 20 — 1, WI P! Gn 8) — P! Gn a. 
根据 定理 3. 3. ,我们 可 直接 把 引 理 3.1.1373. 1. 14 翻译 成 
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下 面 的 . 
定理 3. 3.10 设 u 为 CAM T Bg EF 2 ABR. pha. 


1°. px€2 WL Pp w= =P Cp DE PCT ae) AW o 
时 
PG m) — p Pipu); 
2*. p—2 Wd PL = =P Su PHP uou rr 
时 


Pl2 w= 2°" play. 

ERMA ICT BS. (8018 — 8 0 ord’, (a) 5j ord. (a) 
一 样 , 具 有 完全 相仿 于 引 理 3. 1. 12 一 3. 1.15 的 性 质 , 以 至 只 要 把 
其 中 的 ord. Ca) 一 一 改 为 ord ka? 就 可 以 了 . 其 证 明 方 法 也 基本 类 
似 , 我 们 对 这 些 就 不 再 烈 举 了 .和 阅 样 ,由 约束 阶 的 性 质 可 翻译 出 下 
面 的 ' 

定理 3.3.11 Bu HOA PRES. p HRM, pha, 

1. pte o P' (pm) == P'GáanuzEP!GH71 uou o 
i 时 P'(g',u)— p "P'Cp,u); 

2*. p= 2 Wf d P (dw —P' Quse P! (1 o ei 
时 (2 at) 278! (C4, . 
3.3.3 ”用 甸 项 式 的 模 周 期 研究 序列 的 模 周 期 

根据 (3, 3; 4) 和 定理 3. 3. 11, 我们 可 以 变换 一 个 骨 诬 以 特征 多 
项 式 为 工具 来 研究 模 周 期 . 因为 儿 项 式 具 有 可 约 或 不 可 约 的 性 质 ， 
这 会 从 另 一 个 方面 为 我 们 提供 方便 . 1989 年 ,Harris Kwong'* "4c 
研究 由 母 通 数 177(z) 发 生 的 整数 序列 的 模 周期 方面 做 出 了 一 系 
列 结果 . 我 们 将 引述 他 的 一 些 结果 . 但 为 了 简便 ,我 们 是 从 多 项 式 
角度 进行 叙述 和 证 明 的 ,有 的 证 明 方 法 也 不 条 ,而 且 补 充 了 一 些 证 
BR. 

由 于 有 (3. 3. 4), 所 以 本 章 1 中 关于 阶 的 各 种 绪 果 可 直接 引 
用 到 多 项 式 的 模 周 期 ,而 不 必 重 新 加 以 叙述 . 为 方便 ,我 们 引入 如 
Fis: 

Kp ARR AKA 1 EWA KOE Zir] prO, Miz eco 
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EPL MSP =U. 

定理 3. 3.12 tee. SCR BE p FAH 为 00z( 
zz)) 中 的 主 序列 , 则 

T. PCpw)=PCp, f |p — 1s (3.3.12) 

2. P'(p,u5»|Ce —DD/CGp D. (3. 3. 13) 

证 OE =Car a) PCr) (mod 22 k EW. H FO 
op REAPER EL IAS 1. Rectal HOW FC) (mod 
DZA, E af =2,(mod p), AI 6 =eCmod p). HF pt 
£(O) MI 6 BE p AT, Oo m1(nod p) BIER 1° 

又 由 韦 达 定理 得 0. OP eee e ghi gu P= (1) FO) 
(mod p) 故 由 引 理 3. 3. 11 及 定理 3. 3. 4 TE 2°. 

推论 在 定理 的 条 件 下 gedip Pip f) = 1. 

i FEP H p AAR WW rel it fFooB xx PPAR 
其 零点 mod p ER BEI ao 今 设 w(x EZLz]/(p)， 
FG PERE i fE w GO =0Cmod gp), 则 不 难 证 明 对 一 切 i<i<e 
有 wla)=0(mod pO. 由 于 f(z) 是 首 1 的 , 故 可 由 带 余 除 法 得 
wD =f egl) tile) (mod P), eD 0 或 FP f (mod. P2. 
TOR GO =0Cmod pJi lsk HE GO 0, Wd oer se 
(mod pO RF Ji «026250, Am 438) 

引 理 3.3.13 Wb fGDO€PH pog.rl. f(a)==0 (mod 
Oswa) E Zir], W F(a) | wx) Gaod. £225 E 4X 3j x (a) 20 
(mod 7°). 

推论 B/E P HR p ATA rha A f (mod pO BY 
E POPE. fr) ord, (a). 

证 OG PO. fe) =z. Ml fG)|G^—1)God p), t oz: 
(mod p>. BP ord, (Ot) a RSH e z1Onod PB fx) | (x 一 
Dimod p), alts." we 

51 3.3.14. BADD EP, P, GO lue Am 
Ca —1)/f,Cr)(mod D), faio p BW 29, f, Ca) =O (mod 

。 120 * 


由 区 z) 之 模 户 不 可 约 性 ,上 上 式 等 价 于 
Cea?" | (a7 75 — 1) (mod. pr). 
今 Ate) eC  —0D/G—aY (mod p”). 
反 设 cOn pT HID fap"? E ESSI E 3.3. 14 A 
h(a)=0(mod e"). 
xav 1e SW Dm mmi c (mod £7). 


i 
4 isi<yp WY. 
(er) = i Ap ^] i1 a —2 j 


f j-1 


n pos [ 7 7) > m 同样 可 知 - Ma pom. 


于 是 h(x) = g Mn (27 mtu _ aye" (mod f£» ， 


1 

而 h(a) = (T em 关 O(mod $"), 
EDF ER. 

注意 ,定理 中 g(x) 模 p 不 可 约 不 能 代 之 以 模 p 不 可 约 . YE P 
Gps g n) =AARA RZ POP eG) =A. 否则 ,结论 可 能 不 成 
3r. 前 者 可 以 eG —a* +2+1, p—3,m— 2 为 反例 . BRA ga 
—2r—1,p-—3,m-—2 WE, 

定理 3.3.14 B gGCO € P E pU ZI Ppa =A MF 
I= 1,77 d Gm gG' (mod 40 fH. gn tytn). 4 


fie) = [ILa4co. (3. 3.15) 
对 国定 的 orel ETE T>, 44 
T TILE Te Ds. (3. 3. 16) 
E p= 2 时 (T— 15x27 Ts. Troaz, (3. 3.17) 
E (THs, 
WEA po '<ssp Ee. . 

POP f(x) POP a aap, (3. 3.18) 

证 ”由 已 知 ,可 知 有 


Fie) = |] [eee — pEr] pz) Ke). 
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VO FEQ (mod $2,718 E— EHH 
P(t. fx) = Pip gx Ap". (3.3. 190 
同样 由 引 理 2.1.13 推论 DT Pp". O2 [apt Eo T i 
BRE p mum 的 最 小 
e Artal | fia) AM PCp" fro) | Pp" Lf GO 下 只 要 证 成 
Co", fr Ca) Apt)” Ww sg AB uE. 18 DE SEHE 3,3. 10, 3f. pes. 
要 证 POP* Sr) Mp 已 足 ; 对 二 一 2, 只 要 证 PC. Ae) ee 
ux. 
pean, fra)" — pola) Yate) mod $^, 
其 中 2) = D7 EG), 
于 是 fien bay + egG =p a t mod p 2, 
。 wl ce —D[eoX T pre] 
U 万 (z pT 
1 EE a —1)sG) 
"me gG)7** 
反 设 PO! fr (n>) Ag Wl £i | GV —1)(mnod p). H (3. 3. 16) 
及 定理 3.3.13 知 gx 7 ^ | Ge" — 12 (med pp); 则 ox)? 1 (e — 
1) p€mod p*). XX FE, JA C3. 3. 200 BE HEME pz 了 | Ga" — 1) (mod 
po. SER 3, 3, 13 JH. 
p=2 H} 
FOEK — 29(xY 07 Pu) +4 77 Pole) Gnod 8), 
其 中 9G) = By Sr) e) 一 $e uu ODE), 
于 是 frla) Lgr) FKH a 49 G2] 
mo MM 8). 


(mod p^. (3.3.20) 


.o a7U—1] "7-1, 2€ 19) 
Uo Ff ar gay 
a7! 2. 
pe? DU. jp eod 8). T3. 3. 21) 


gry T” 
反 设 PON fre) [A27 Y fro [O7 — 1) (mod 8), [8 EEG AE 
利用 (3.3.17) 和 定理 3. 3. 13 可 证 得 per) *12(z + 19(nod 
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8). pay Tt” | A (77 —1) (mod 8). 于 是 由 (3 3.20) 385 5 9 B 
3.3. I3 相 了 矛盾 的 结论 .证 毕 . 
推论 1 ZERAT. E s=, 则 pes 时 内 要 rs1, p=2 
时 只 要 2, KAIBA (3. 3. 16) 8G. 3.1738) T AEE. AT ^7 
uL NA 
P, fi y= 


推论 2 AA TI -aac 004 p)G=1, 
n0. l| pn er OG pe rl p= 时 Zon 
Pif aD = PCs, Cx—c))=ord,Ce) * up 
(3. 3. 22) 
当 s]l.5—$.01HBf.GERA G 3.1702 T ETE. 适合 dex 
<2 H8 5, FUÉ (02. 此 时 
fin) = [gGo -- 26, Ce) ie) — 26 0) . 
采用 上 述 定 理 证 明 中 相同 的 方法 可 得 如 下 形式 : 
一 1 一 tE Gr] | A Ca Doler) 
aay Pry | pay 
{mod 8), (3. 3. 23) 
XX FÉ 4A RL VERE EVE TEA F je S 
定理 3.3.15 HeDECPR2ATWA, pire LCD ,已 
(2,.glr) =A. > 
FG) Esta) — 26, GO [pr — 26 C2) ]. (3. 8. 24) 
BU = 2 或 po EER E Cr) +E Ce B 


PC2".f Cx = An". . . (3, 3. 25) 
推论 宙 C= lr r) les), F r=s=1 或 3Cmod 4) Jil 
PO". f(x2)2—2". (3. 3. 26) 


“res TÉ S LAS RHR LX ES 
定理 3.3.16 fle) =(a—r)(2—-s) ,rr 二] 面 s==3 (mod 
4), WA PSD, 
其 中 
1°. Æ potro 1) pot: (s+ 1), OW pots Cr Sm H t=, A 
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WW =m — pot; Gr 3271; 
2*. 3$ pot (r —1)=pot,(s +1), Hl pot; Cr 一 De 时 t=], 否 
则 £—:2:—pot;G— 12. 
HE r=] 或 :一 3 时 显然 ,只 考虑 Al, 543. 
Vo fGocx—i(nod 2), 
P2,f(x))—2. 
依 引 理 3. 1. 14 推论 1 ,应 有 POT FG m Z^. 记 ord; Cr) = 
a, ordi (5) — B. | P427 x—7): a, PO".2z— =p. 
VO x—rar-—s BER PD. 
SA a| Biz. 
FPE Go—nDiG"-—1) (mod 27, 
5. hs GT —1)/ Ger) nod. 27), . 
Wo A OA + r”) (mod 2"). 


依 引 理 3. 3.14, 应 有 AGO = [TL Gn 十 ! P) = omod 27). 
vC ies. 
SPEO 时 pot, G^ 4-77) — 1, ER ifi] 344 2e. nt EXER AU 
之 条 件 为 pot, (rts) tt 32m 18 £m — pots Gr--3) 4-17 d. lic 
有 
Z= max(a, f, 2j Nu f (03.3. 27) 
下 面 分 别 考察 PT 2* xd. 设 pot(r—1)-i2,B]pr—1-F 
Bh, 21. 则 有 ord; Gr) —ord, G2 = s+ = ord 62 —1, {E ord (r) 
1, 故 依 引 理 3. 1. 14 推论 8° mx HE a Len IM a2. 
[3 TÉ «E. potest 1) = j22 2 Hg aem, j Bel mj 时 = 
27. . 
AX rts=Cr+1)+(s—1}, 
“ict j Bf pot; +s) = min G, j). Bp Ho E GS. 3. 27 B[ WEBB T WE i 
一 了 时 pot;ir4- 7, X BPE 2°. 
定理 3.3.14 之 推论 2 还 可 进 一 步 推广 如 下 ， 
定理 3.3.17. Rp Aa RWS 
7 26 - 


go) = tl ete) I gfe) = [ T2, @ — 7,2, (3.3.28) 
其 中 re Er, &j(mod p), j=0;, p1, 
AXE = PC" gu Hl 
n 24 7,770 3X, j—0; 


—-O m Gu. Ml; 7 (3. 3. 29) 
ord,(j) * 2777 1, pty rl, 
H POPn.gG))— lem C | (3. 3. 30D 
JB 


Harris Kwong 还 利用 上 述 结果 计算 了 第 二 类 Stirling AER 
(S Gi E, so DEAE 9 一 二 项 系数 序列 的 模 如 周期 ,指出 了 可 利 
用 这 些 结 果 计 算 形 如 a4 —1 的 二 项 式 所 含 线 性 因子 Cmod 如 ?的 个 
数 , 最 后 他 提出 了 几 个 未 解决 的 问题 . 它们 可 理解 为 : 

l*. CARE RA pR EE? 亦 即 什么 条 件 下 象 有 
Pg up PC Re Pp gix) =p PPP pix 成 
xt 能 否 有 一 个 判别 标准 ? 

2. 若 f(2=—elx)" God H)» 是 否 FG go" BE 加 LT 
相同 ? 

3°. 因为 他 有 共和 母 谓 数 角度 只 考虑 了 分 子 为 1 MARR, 
— Jp d XE RICUE a AI HERE n for 2 9, der S AY Te ER ,就 是 能 
和 否 找到 一 个 如 定理 1, 7. 3 那 祥 的 判别 法 则 ?但 是 ,在 mod 加 下 , 母 
EAA BS HE ASTRE “HE HE RERA R. 


$3.4 二 阶 和 茶 些 三 阶 序列 的 模 周 期 性 


8.41 一 般 二 阶 序 列 的 入 周期 
定理 3.4.1 Uu Aala DREFI A HARB, phe. > 
Plpsu) =s, PO, ly. . 
1.35 r0, Bl] a =0Cmod p) (PIF P2034 FLAG siri 


zi HY sstip—l; (3, 4.1) 
s dS ——1Wslp-l.u|G-Der4C-2; — 4.2 
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4°. p12 时 ,s=p,t=p. ord, (a/2) (3. 4. 3) 

证 HORNS dtum. 

1*. 4,0 时 有 f mmu, (mod p), BEE 3.3. 11 8 sd, RZ 
zr r= js, WH (3. 3. 8240 «= 0(modp). 

2^. 此 时 由 定理 3. 2. 9 RAKE , up 0 而 u1, MLL Dus 
二 1: =] (mod p). 依 定理 3. 8. 1 8 t | e— 1. 

3", 此 了 时 可 得 ^^! a —bíimodgo, MY ord, (一 5 一 上 时 有 
P+ De] (mod p) , 故 证 . 

4°. 此 了 时 有 ws0Cmodpy， 故 由 1 但 天 1, 7. s— p. BE 
XE 3. 3. 4 ARTA ue =H a/2 (mods). 再 由 定理 3. 3.5 得 证 . 

ie EMRE |p| 5]. 

进一步 我 们 有 

定理 3.4.2. iE wo HEA Ate bP ERIRE, 
为 奇 素数 ,pA. 令 PO, uoo s, Put. 

1& p- | 仿 ) 一 24,24g, 则 


或 者 ue=O0(mod p) , Ali sld, . (3. 4. 42 
me 存在 9ssr< ,使 wy a=0 (mod p) Ait s7 tid, (3.4.5) 
o tif, [A =% _ 
ssxp-[z zrsemeemx j o G46) 


证 r. Basie (5 , 故 3ts 时 必 有 sa, 因 而 ws 
(mod). 2|s 时 ,; 则 存在 OscrscA E sI277 d. (8 she'd, Wit urta 
— arat 720, 但 ure, 

" vra =} (mod p). 

2^. 设 p 一 [人] iW = j= 了 时 ,p= 二 2t 十 1, 由 s, RC. 
2. 594% verpt + (— bY =1(modp), 7s] reu 06 (=p = (— 
hts mod p) [7] 1. IF "n 一 1 时 则 有 p 二 2c 一 1 
Rr-1=(p~ 1/2, ALE BH (2.2. 59) 得 证 . o, 
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推论 “在 定理 的 条 件 下 ,| ^) =, 时 (o - (3) ) 290. 否则 
vi(s(2)] =O(modp). 

定理 3.4.3 Bu 为 Q,(a,b) 中 主 序列 ,p 为 奇 素数 ,pfb,P 
(p, s, RE ord, C— 2) Aged (4,5) d ut. 之 周期 系数 Ap 
mS | 

Y. a = (— 4) Cmod pd; (3. 4. 7) 

2°. ue (mods); (3.4. 85 

P. d uA mI X -—10nodjYÉE r— Ad BK 24/d. (3. 4. 9) 

WE  HpEXÉ3.3.4—3.3.5 All ui XSECP B r—ord, Go. 
EO 2 APE 8.8 =u; (mod. 办 ,两 边 取 范 数 即 得 (3. 4. 
7). 从 而 及 有 utes (— 5) "zy. BI C3. 4. 8) OR r12a/d. 

X ili 本 1 得 (一 及" 二 1(mod 加, 由 此 Ales. AM Ad |r * 
s/d. d gad(A/d ssf} =L, ik A/d lr. . 

综 上 可 得 (3.4. 9). GE. - 

推论 1 当 b=1imod ju ;之 值 仅 有 下 列 可 能 : 


P p—]1O2,,451ünod Pee ls: (3. 4.10) 
29. r-2C€,,,95—1nod PIA lss (3. 4.11) 
$9.5 r= dete. ==—1(mod pesi: (3. 4. 12) 
A^ 相应 于 -一 1,2,4 分别 有 [全 | an, 
Se) sa (反之 不 真 》 0 Qnid 
sS. EE n 1.2,4 分 别 有 Pub E ‘O, 4(mod gy, 
3.4.14) 


WE BG. A 7 二 (一 1712ls 时 有 局 rt 二 1 8E — 1. 23s 时 
4f uhazm—1Gnod 站 ,又 显然 A= 2. 5.42 BEG IR Obs BR Bhs. 又 
v |s AY, HE s 2k. H umun) 及 5 之 意义 知 0, FLL ws0 
(mod. p). 于 是 依 (2. 2. 69) uii Stan St 169 Co 1^9 
t mod p). WO ALM 21e 214) 时 上 (或 下 7 二 成立 € 
(3.4. QURAR 139.0 8m tote 2s 
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又 由 (2. 2.6) f8 — Aud A D Qnod. p), RL pP r= 
1,2 之 情况 ,而 > 一 4 CRE. ED PZA TE 7^5 


此 椎 论 包含 了 Krishna 的 区 zb ig 10] A3 s]. J. oh UR ^n 对 于 - 
Meus 序列 的 KS oie RY BE PECORE 给 出 THRE pore tki 
只 可 能 r= M 2,4. — ` 


riae 和 ,我们 进一步 刻 旭 如 下 : 
推论 2 Mp bod po. U 


i At — jt - 
OE S a aa S LA, , to. 4. 15) 
n] AY [oc] n ) . M 
ed Coen orbe (3.4, 18) 

AC [2-1j 

.| 一 1, 则 了 一 4 (3: 4.172 

者) 
A 


PEEL 1. 2,4 
2) - NE 
(44- -1 时 7 可 能 为 1,4. R MIO 
iE piret r=? yu EM 
—A | (lAMA —1 " 
NU Galevhs -| 到 下 
BR. anni 4 证 之 . 
ee er tH ete RIE te 
= Q(mod. p). Hi (2. 2. 8248 vie 207 De t: 2 (mod p). FE 


(pA rem em 
推论 3 b= La mod 站 时 ,之 什 仅 有 如 下 可 能 


1°. 21s EERW u =— 1 (mod pr-2: (3. 4. 19) 
2*. 21s 时 
CI)9r—19u.;—i unit ue - pa (mod p: . 4, 20) 


Core 26a. — l Sterna hon (mod p? (3.4. 21) 
—A > “pe 
san T 了 有 | TI] 一 二 相应 于 2 之 (1 3 1) 分 别 站 
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4°. 若 存 在 0270 fH uci m Eur (mod p), 则 
s— min (2r-- 1 jess bas (mod )). 
证 Ws Z& A una m1 E ws=0Gmod p), H (2. 2. 59) 
pn — (nod p}, AER wns ==— 1 Bl fib. HE 1 RTL 0-2. 
5, s 2&3-1 时 有 tine =O R unap =T ls feo 


ui 一 uz Bp uE E M (mod P , (3. 4. 22) l 
B Heti Ust = thay CAH — Zu) 1 (mod p). (3. Á. 23) 
HK C2. 2. 679A 


tis aec d wil. 
RAG. 4. 22248 
[Ca 129i 15 Mi ta 18650 ORC E it) 
或 Feat Duis — t6 dii — 2 OCR FE BED. 
34 a2 AF pla’ 3-456222! — & E uan FO, (I. 4.22) 
分 别 与 上 两 趟 联 立 ， 分 别 得 和 二 一 三 + 和 uei 它们 分 别 对 应 于 
42721 和 一 1. a2 时 则 有 =n ATT s= p= 2k+-1 WA BR 
1425 un. 同 理 a9 — 2. 时 有 uu mms. 故 得 所 证 ， 
2°. 2]|s 之 情况 可 伪 推 论 工 证 之 .2+s 时 ,以 w Eua ARA G- 
4. 23248 
ui la +2)=+1 (mod p). 
B C.F SH At RY, BBE. 
4°, 当 存 在 o> 0 fa, Stu, 时 , 则 可 得 ur =0 (mod p). 
sl2r 十 1, 从 而 20s. 运用 已 证 之 结果 即 可 得 证 . 
ERr PÆ. II 中 相应 的 结果 更 细致 化 了 . 
推论 4 i b=—1 (mod pH plat, 


a(s) =i, [4s 一 一 1, 册 Zh: 
sae 
-å 


b 


?| =1,18 2ts.r=2; 


at, 则 -2lssr 一 2 


" 车 | zta) = (254) 二 1, 则 情况 1-314 HL AB. 


b b 
证 注意 A—a!— 4 (mod p [45]-(*2* [25] E 


P 

推论 2 证 之 ， 
至 于 计算 P(p" 4) 的 问题 ,一 般 是 在 算得 Pp. uw) ( REAR 
的 模 局 戎 ,或 相关 环 中 元 素 对 模 的 阶 等 ?的 基础 上 ,利用 定理 3. 3. 
105 或 利用 8 3. 3. 3 的 结果 ,或 一 般 地 利用 引 理 3.1. 13 一 3. 1. 14). 
但 是 ,用 这 些 方法 并 不 易 得 出 一 般 规 律 ,比如 ;和 连 最 普通 的 Fi- 
bonacci 序列 , 设 其 二 值 特 征 根 为 9, 我 们 也 没有 一 般 法 则 知道 对 哪 
EAE pH ord, (D ord, (的 ,因而 我 们 不 能 得 出 此 序列 模 n 
的 周期 的 一 般 公 式 . 从 多 项 式 前 上 度 而 言 ,$3. 3. 3 的 一 些 结果 只 是 
若干 特殊 情况 . 对 PC(p,u) 本 颅 的 计算 , 当 卢 较 大 时 ,除了 某 些 特 
殊 情 形 ,一 般 也 不 是 很 简单 的 . 常用 的 方法 ,一 是 根据 定理 3.3,1 
计算 Dz (a,5) 的 相关 环 中 元 案 的 阶 ( 或 特征 多 项 式 的 周期 ), 二 是 


根据 本 节 的 有 关 结 困 先 求 约束 周期 . 这 里 ,可 以 只 从 o{4] 的 因 
数 中 去 找 , 也 可 直接 依次 计算 msu HERR plu, Wik. 根据 
定理 3. 4. 2 一 3. 4. 3 RACER RINT SRR PTH 
来 求 模 周 期 , 它 只 需求 比 约 东 周期 更 小 的 量 , 从 而 减少 计算 基 . 
定理 3.4.4 Yt uv 分 别 为 Dz Ga) rP EFNA 
Wp HARM po. P'Opou—s G 
Q7 QCp,u) —minin|n2»0,ui-- bul 0 af v,2x0(mod p)), 


(3. 4, 24) 
则 19. uim =0Cmod pHÍs—29—1; (3. 4. 25) 
2^. w,2:0(mod pif s= 2g. (3, 4. 26) 


IE ”只 证 1°. 此 时 可 得 uu i0 (mod. p), sl29— 1. RE s< 
29—1, 0] s—2z— 1 时 有 过 十 pe ,z0(mod $),3X 53 q zd MESE 
E. BGE 

关于 任意 二 阶 F 一 L 序列 与 主 序列 的 周期 的 关系 ,一 般 可 用 
定理 3. 3. 2 一 3..3. 3 来 考虑 ,但 对 一 些 特殊 精 况 ,有 蔓 简 单 的 结论 . 
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下 面 我 们 推广 Wall 36°F Fibonacci FM FARO. 
5EXE 3.4.5 设 # Dg Ca 0) PEI w 为 其 中 其 他 序列 , 
39 By A phew te E b. id Pig yr, PT w=. i 
of AY) pt peer. 
i [4] 1 时 tr 
2*5. p> pla k DOM, | - 
E odef] ord," $l ,By t= pr; 
3°. b==1 pz 2t We 27. 2ir B. pta, Wer, 
WE ww > Hankel 行列 式 
D (53) = vest, — te Puro dr asus — wi 
=[ (C260 taw Y! — Aw? ]/4b. 
1°. 2) 一 一 [时 必 有 PhD? wo), we & G3 S) 一 1 或 。 
BFA. PEE p^ 与 DEE, HEA 3. 3.2 得 证 ， 


A^. 此 时 可 得 (26ws Haw, * =O Cmod p?) , 
该 bun — aw, /2 (mod ‘pd. FE ton = itn itat, SF (2 
~ai) = punt Qo HEMI coos p. 
^ PCs) e PG v). 
X8 plA Rl D; 之 相等 特征 很 tmod DAS 
n= 5 | (mod p). 

X pont. ted Pepp y=ord,| $) ft C3. 4. 8018 PCp. m 
= p= PGQuis). 4 a= (at /A)/2,8— — VED 

2 una + 4 a Ae, (3. 4.27) 


gei 


PTAH ^ (34.28) 


注意 上 两 式 对 aco Jui M p>3 M ordi $ 
" 132: 


ped 
ums zéÉ0(mod p), 
P(e D AP Cpu) = pr, EJ 3.3. 10 £8 P(e") = pnr. 如 
果 我 们 能 证 明 POP! oO P, to-—r WA POT $)— p r US 
结论 得 证 | 
srli; 
WS p=fr +1. 反 设 PCy’ wr WA vS te jmn =almod 


ott 7 有 
P 由 (3.4. 28) 就 有 2( 2] =a(mod p), Hp |g} =1 (mod 


ABER ore 5 


Lord, [$] =r Mihal 3. 1. 13 应 有 ord, 


[S| =pr, 这 导致 pr Ue 的 矛盾. ERE. 
3°. t 0 之 联结 矩阵 为 A. wi. Su, (nod. p) Bl FTE RRA 28 


(aE) | [eno mod p» (3.4. 29) 
Wy - ， ' ， 
VO phaw (| . ' 
J. det(A'—E)=0mod p"), 由 定理 1. 4. 2, Bil 

teil Hr 

ps yy 
tj 4 + yay 2| 十 p —1 +7 —1 0 
H, dV iy, si —1 
—(-—1)» To eei sd eO mod E )， . . (3. 4. 30) 


这 里 利用 了 (2.1. 182. 
34 2b BY, EREI om (mod 加 » E e I2. 又 依 定 理 3. 3. 
1 及 证 理 3.4. Sac ER: 1,c]252]zs e ze 2r. 
345 2|e RY, c3. 4. 300 n] fe gh | 
v,-2 (mod p"). M0. aic 
Hoot - da = 4h D A pha, 得 as—0 (mod p". 
X (3. 4. 20) n[ 42g 
Ge.) Dw turen Cmd p"), 
- urah F Gea TD w =EN mod. pe. oe. a A 
= 198 = 


因 phew sty BEA ww 二 0 代入 得 

Wi 三 1Cmod 如) 特此 显然 推出 上 一 r 证 毕 . 
3.4.2 Fibonacci 序列 的 模 周期 

下 面 的 论述 中 , 均 以 { 九 } 表 Fibonacci 序列 , 这 些 论 述 , 可 看 作 
前 面 一 般 结果 的 较 详 细 而 具体 的 例子 .此 序列 为 Ra, D EEF 
$1, A—5. 主 丰 关 序 列 为 Lucas FAL) 我 们 沿用 C3 4. 242 的 记 
号 , 记 

q—QG f) minis|n7-0, A+ f$.,20 9i f, 2x0(mod $2), 

(3. 4. 31) 

H3 438 i4. fi 1 0(mod HRE 2 € Qi. Mi v,s0(mod pp) 时 
id EQ. Rid PCp Dot, P'Co, s pip for. 

定理 3.4.5 Rp Het RAM 


1°. 9€ Q, Bt s 2g —1, 724,1 89—4; ` (3. 4, 32) 
2°. 9EQ: H 219 时 ,s=29,r=1 ,t=291 | (3. 4, 332 
3°.gEQ, H 21g BY 5—2g,7r—2,t—44. (3. 4. 34) 


此 为 定理 3,4. 4 及 定理 3. 4.3 e 1 之 直接 结果 . 

定理 3.4.7 RE OLEI ML EM 

1°. 38 7713,17 nod 20), W o Qu: 

2". di p=11,19- (mod 20}, W 9€ Q; A 21g; 

35. E p253, 7 (mod 20), Ill EQ, H 219; 

4°, AG p= 21,29€mod 40), Wj gE zt q€ Q. H. 21a. 

. FF p=1,9(mod 40), WE gE Q HQ: 
此 为 定理 3.4. 3 推论 2 之 具体 化 . TERDEE EAR 
细致 化 . 因为 定理 3,4.6 入 只 考虑 了 Ee BAR 2 或 4, 我 们 
PSRs REA AE fee il BH AR. 
定理 3.4.8 i p WARM, ps5 . 
L°. & 32.2 )0.84] Z2 ——1,5ff2236mod p); (3, 4. 35) 


2". arr. 24r, gil Far Ec—1,5/fízz—3, 
Éz—83,5ftz1(mnod p}; (3. 4. 36) 


"3°. Es 327, 2)e, B] Ae 52m — 3 2,5 fm, 
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15,2:3,5 f= — 1, UP -2) 223,5 filizs—lnod p); 


(3. 4. 87) 
4°, Æ 577 87, 210, W 7,092, 5 f= 2, 
(1 -2)*82, 5f! iz — 2(mod p); (3. 4. 38) 
5*. Æ s— 5r, The, Ut] (22, — 157255, 
(27i 3)!225,5(2f1 —1)?=1 (mod D (3, 4. 39) 
6.38 5-102, 2e. Wh] C22, 27 12! 55, . 
(204-5)'25, (10/2 — 3)! 25 (mod p); (3. 4. 40) 


WE. 1°. (2. 3. 300, f. — fee 1) — A+ m0, HE s 2B 
MFO. 
“it~ 1¢mod p). Beh Z— 5/224(— E A= (mod p). 

2°. 由 fue fsa = 0, fd 1,750. fk (2. 3. 32) B] Go D =k, a 
4-332220. 3E 1,50 则 £,250,3X Ej s SRM. 28 — 3. 以 下 证 

3°, 由 fam 0 48. lee LG 1Y— 45: 0$ - 3) 60 FE GE 
-r2)!z3. 其 余 仿 前 . | 

4°~ 6° AGE 6°. 由 f 50 及 (2. 3.32) 得 le HL Uy tig t D= 
be Be ES D =O, FE Bt ie — 10, HD OL, 3-1)! — (224 Y= 
55TH 4 —5/:—2 证 得 后 一 式 . 

由 此 定理 ,我 们 可 以 给 对 ;一些 新 的 二 次 特征 , 即 


推论 1 
1°, Een St) = ig( S) (5 ; (3. 4. 41) 
25. €f $2567, 21r. wl = ix =I; "^ (3.4.42) 


P 
3. s=12r 24 WI -| =| 
4°, 车 s= 8c, 24r, Mil = | 


lan (3. 4. 43) 
| |= (0 GA) 
5°, 车 s==5r, Zhe }=| 子 } -3 . (3. 4. 45) 
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6. £ :=10r,2tr, 则 [了 | =1; (3. 4. 46) 


上 面 的 结果 ,还 可 进一步 细致 化 .对 nC Zip ER |E) 一 
LRE REE G mt eR n (mod $050 ms Cpe— 1)/2 mA 


v/ n (mod p). 这 样 就 有 
推论 2 除了 推论 1 中 的 二 次 特征 外 ,还 有 
1°, s=12r, 2$ 时 | -| =1 


a| 2 3 | 1 med Pi G 
2°. s=8r, Zhe 时 | -ERYI| 一 1 

ELLA 1 nod p | (3. 
s. sr 2e s C632 =] 

或 | = 75 9/2) <1 nod $5) (3. 
4°, s=10r,21¢ 时 | (5+ S2) =] 

或 | 二 5 一 5 0/2) =1 (mod Ds. . (3. 


533.49 Bp ARR, r5 


1°. s= 3r, 2hr r= min{ 2n »n€ Z* |iz=—1(mod p)}; 
2 (3. 


2°. s=6r,2heSr=—min{ fhine Zt | —3(nod £21; 


(3. 


4. 


. àT) 


.485 


.495 


. 50) 


. 51) 


52) 


9°, s=12¢, Nrer—min (2a a GZ* | G1 2-2) =3 (mod £2); 
(3. 4. 532 


4°. 58r, Z ker min(2hin€ Z* | Gi 22 —2Gnod p)}; 


(3. 4. 54) 
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5°. s br,2 rer min(i2in.n€ Z^ | CUZ 3)! s 5 (mod $0); 
(3. 4. 55) 
6°. 5—10r. 3 jre2rc— min ([21n,n € Zt 1 (2H --5)*2e5 (mod 52); 
(3. 4. 56) 
只 证 1°, 必 要 性 已 由 定理 3.4. 8 证 得 . 充分 性 , f FREE 一 1 及? 
je BR 44 — 120, FE Fm fin i =0Cmed p). lE siar. 
£i ged G3) — 1, lll slr, Mit fee. d I—5fi4(—1Y 就 得 


-1S4 Mi p=. E -—ridkSge-1TA Im 3 


| s. 


反 设 有 了 < 和 rs 一 30， 刚 仿 必 要 性 之 证 明 可 得 b=—1. r 
之 最 小 性 耶 盾 . IEE. | 

[ 注 ] 上 述 诸 定理 中 关于 也 SH ctor RH n AFA 
XE. || " 

定理 3.4.10 设 p WARM, pS. 

1*. p= 18.17 (mod 20), p-+1=2d,d HARA. 


s—Cp4-1)/2,t—2Cp4-121 £3, 4.57) 
2°. 车 pseli.i9Gnod 20), 5— 1 2d d WHER, Ml 

s—i-p—l: (3. 4. 58) 
3°. 35 92:3, 7 (mod 20) ,p--1—4d.d 为 奇 素数 或 1, 则 

sz p--1,t-—2C0p-F15; (3.4. 59) 


4*, 落 pzz1,9Gnod 20), p.—1-—2! + d,À222,d ABRR, Wl 
CI £2==0Cmod pat 


s=(p—1)/2*,2=(p—1)/2"-73 (3. 4. 60) 
C E238 le=0Cmod p) W s=:= (p— 12/275 (3. 4. 61) 
CMB SaO 而 44-0nod pY, Bl] 

s=(p—1)/2" t= (p—1)/2" 3; (3. 4. 62) 


CN 9 车 存 在 ISEKA, P alalie Iu 350, Hg HI FEO, I Lee 
s= Fp— 1/2 t= (5— 15/277 777, (3. 4. 63) 
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CY ) 若 存在 d A<CELA-2, Igi y1250, ff m0 Cmod p), 则 
$—2,22*:, (3. 4. 64) 

证 了 站 一 3 为 定理 3.4.7 和 定理 2.4.6 之 直接 结果 ,只 证 4. 

《Ts0(tmod zsld. X. d WARM. Al, sd, 
t=4d, WE. 

CT SRSA s | 2d, ,而 > 天 1，2. "T 则 与 i$—5/2—4(-11" 
(nod HF i Bt s= 2d , PITE =s RUE. 

CEERI shad. "^ p29, i fam 2l, 7.5778. W std. RH Sala 
z50 Al shed. Heh s= 4d. f t=2s. 故 证 . . 

CN ER s [271 d. 35 5 2/, 3 ys H-1, WA Lum 0 (mod 
p) S DAUFJK. UE s 2d, 0c NI k=O BE fummo, R70 BÍ 
Ir- 0 (qmod 1 5j UY ji. ido s— 2, MI £25. BOLE. 

CV ORE UE. 

上 述 诸 定理 ,给 出 了 对 某 些 特殊 的 p.oR CF (mod. p)} 的 周期 
的 方法 . 

例 1 5-20-9(mnod 20.  $—1-22?* 7. 

*'^ 1,20(nod p), 7. Hi C3. 4. 61) ,2— 14. 

例 2 . p-—312x11 (mod 200. 8—1—2 * 3 « 5. 依 定理 3.4. 7, 
应 有 s=2q. 又 显然 698.7. FURÍRE s = 10 或 30. H (3: 4. 56), 7 
(2714-5)! — 49255 Gnod. 31) , 7.52 30,6 5— 30. 

例 3 p= 37=17 (mod 20), p--1—2 + 19,4& (3. 4.572: = 
76. 

例 4 p= 43==3¢mod 200. p--1—4 * 11 FRCS. 4. 590 1—88. 

例 5 5-—359-:19(mod 20), == 2 -179,W 179 ARE, 

AIC. 4. 58) += 358. 

例 6 p=449=9(mod:20), &--1—2^ + 7, f i40 (mod p), 
hax 8432 — 55250, 1, — 472 50,7, =A 225 — 382560, X. 1,22 (— 
555*— 222 — 120360 ,2,,2x (— 120)? — 2= 30:2 0, 44,25 30! — 220 
(mod 449) BOHR C3. 4. 622 ,1— 448. CHER. ÉL si (19/2 = 
224, 故 计算 到 4: 关 0 以 后 实际 上 不 必 继 续 计 算 即 下 作出 结论 . ) 
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Bauer "Ap —oR Peu. AAMA. 

38 (145 0H LAC HR AREE 3,4. 7 2 NE 1-2. RNASE 
反 转 来 得 出 用 二 次 特征 判别 s 的 类 型 的 定理 ,其 结果 较 烦 琐 , 我 们 
就 不 罗列 了 ;其 二 ,上 面 关 于 Fibonacci 数 的 某 些 结果 a 
难 她 推广 到 fzCa, 士 由 中 的 主 序 列 , 面 如 证 明 方 法 完全 相仿 . 上述 
两 方面 的 结果 ,部 分 出 现在 Somer 的 文章 [3. 11] re. 顺便 指出 ， 
Somer 对 类 似 于 我 们 这 旦 的 一 些 嬉 果 , 采 用 了 代数 数论 的 证 明 方 
法 . 兹 以 证 明 前 面 的 53.4, 36) 为 例 介 绍 如 下 ; 

RAD SPER goro P HRQ SS ) 中 整除 p 的 一 个 案 
理想 . 当 s 二 6r,2tr 时 有 i 二 ;3 cP Sal = 1 (mod P) 于 是 al fl 
zi 均 为 3 KA AAR Onod P), mi xl xi 3g 6 RAB (mod 
P). 注意 到 xU e fl, ri o i WRB - 

a¥=(—-1t V —3)/2, xf 29 CLE / —3) /2nod P) 
及 aix V—3)/2,i2 C71 V —8)/20nod P) 

， lj — x1 xfmm—],do—zxP--rP;mRL V 3 (mod p). 
peer HOH medP BOR T mod p. fi 
一 式 等 价 于 = 3 (mod p). 由 此 即 可 完成 (3. 4. 36) 之 证 明 . 
3.4.3 O(2.6, c E26 HELM 

R. Perrin Bt 35 f. 000,1, 1) 中 的 广 工 序列 ,后 人 称 之 为 
Perrin 序列 . Adams 和 Shanks 在 研究 整数 的 素性 判定 中 详细 
考察 了 Perrin 序列 的 性 质 , 并 推广 到 itapsl17? 中 的 广 工 序列 . 关 
于 再 期 性 ,他 们 有 如 下 结果 : 

定理 3.4.10 Wb £z (2,51) — Qu CF GO. ASE0 9 为 其 中 广 
LPP. AARI. pta i Pps, 


D.36 SOE Z/ Cp) PEEL, WI lel (3. 4. 65) 
2°. E fx) (c— eg GO (mod p) cE Z/ (A). (oi p RA 
£4,000) 212?—1, (3. 4. 66) 
3. (DB ETA RE eL e pea (3. 4. 67) 


4°, 相应 于 ,3 有 | A 一 1, 相 应 于 2" 有 | | 2-1 
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证 SAFO HE EE 3.3. 3,0 与 有 中 的 主 序列 (此 时 也 是 
】 了 序列 ) 有 相同 的 模 周 期 X Br G. 3. 4) 及 定理 3. 3. 1 知 ， =P 
Cp, fix. 

bl. BGB Ped Sle — ey) Ce — 0 (re) Qnod D rep 
Z/GD. Al plas ncc A p E SE. dH SE. 3. 1 (3.1.95 
18 t= lm ord, (c) 1-1. 

2?. HE FEAR. —c Bogle) pR REG. 7.7, 

£—lem(PG.z—o,PG;g(x)). M 

HH Pip.z—c)=ord,(o}lp—-l. Pip g(a =f RAE ae 
Cz)) 中 主 序 列 的 模 记 周期, 依 定理 3. 3. 12 A r Lp — 1 RE. 

3°. 此 时 依 定理 3. 3.12 SEEM Oo oP m1 X 
FO), B 777! z31(mnod p). ie BESTE. 

4. 设 f(x) 之 三 根 汶 zj ,xxi & ê= GC m) (vi 一 
2) | P= A. 对 情形 1. 对 每 个 i 均 有 ata (nod p>, 

Bes (af xf) (a — xf) (af — cf) 258 abd. p), wals | 


AOD = 8?" —1(mod p). 对 情形 2°. 不 妨 设 zi @Z/(p) zs A x; 
A ZORRES D TAR Z, 

V RUN s. D— D.o(—x^ 置换 FGOÉTI wari ximus zi 
zzi. AM ó^2s —6 nod p}, 


4 r1 — — 1. 对 情形 25 AE Ea, aa (mod p), He 
即 可 得 证 

由 于 可 以 用 7 (a,5,1) 中 广 下 序 到 的 周期 来 刻 划 广 鞋 序列 的 
周期 .因此 我 们 补充 以 下 结果 : m 

SH 3.4.11 d SG, DÄ A0, HHP F PAP tb 
奇 素数 ， plaid Gi) =r RU 


" 


4° p=} BE 3; l (3. 4. 68) 
2. hc yu TE p RARI RI -一 3 的 充 要 条 件 是 pots 
RE Gcr 1122 —3€Gmnod p), (3. 4. 60) 
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因而 此 时 E =]. (3. 4. 10) 
证 1. HER 3.3.7 之 2 知人 故 证 . 
2 一 Drditcyy "ei. Billie — 12 GP? 264-1) 20 (mod p). 
B c= IE BE r=, 3X c+ 10, E fe C. 4. 690. 车 073, 
KE dg (2e--1)7220 f cm 16mod 3), 仍 有 r+=1, 车 p 下 3, 则 (5.4 69) 
成 立时 c1. BW rel. ee > 一 3. WEB. 
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第 四 章 ”整除 性 与 可 除 性 序列 


整除 性 是 了 一 L 数 的 一 种 重要 数论 性 质 . 正 因为 F 一 L 数 具 有 
UA SETA BUA FL 数 的 整除 性 较 一 般 整数 更 具有 特殊 之 处 ， 
本 章 首 先 引 入 “出 现 秩 * 这 一 概念 ,然后 讨论 F 一 L 数 的 一 般 整 除 
性 质 , 接 着 讨论 F 一 L 数 的 本 原因 子 问题 . 然后 介绍 可 除 性 序列 和 
强 可 除 性 序列 的 概念 及 有 关 结 果 , 最 后 将 介绍 Lehmer 序列 的 有 
关 性 质 .本 章 内 容 在 Diophantine 方程 及 其 他 数论 问题 中 都 有 很 好 
的 应 用 . 


$4.1 整除 性 


4.1.1 因数 在 序列 中 的 出 现 秩 

1 ww 为 Dz(a; 丰 中 任 一 非 零 序列 ,x 为 大 于 1 的 整数 , 若 存 在 
#2>0 使 mwlzw.; 则 称 适 合 上 述 条 件 的 最 小 正 整数 为 mx 在 名 中 的 
出 现 秩 , 并 记 为 aGn 0) — n. 这 个 概念 是 Lucas Jit /pdie t EM. 

定理 4.1.1 Bek D; Ca DD PERM gedon b) — 1 di P" 
Gn a1) =s, Uli 

1°. X  £290.m Jets lr; (4.1. D 

2°, ala, 等 于 (4. 1. 22 

证 1". 是 定理 3.4.1 之 工 的 推广 , 且 证 法 完全 相同 . 

2*. ig aCn wir, mle, 48 sies X BI 2250 (mod m) hr 
ZELMA ess 

WARS. " gcd m ,0072»1 AY. HS] BE 3. 3. 10, P' Gn. n) 
TEE. Qn. uo AE REAR TE. 如 设 u 为 (2.2) P EIE S m — 

- [44+ 


4, Vtt 
{usmod 42) :0,1,2,2,0,0,** : 
车 存在 P Uds, IE emu. (mod 4). 因 按 约 来 基期 之 定义 
应 有 5220.Ho god 64.0) = 1, AR RT BE BT. (a HERE at 4 n) = 
4, 一 项 ; 当 mm 1. FE FE |e eH] cm n ETE. 

进 六 斐 , 对 任意 序列 我 们 有 - 

定理 4.1.2 hu XJ Qe Ca DRE PERI Ls 为 其 中 任 一 EF 
FA, BEE a Gm $9) =r, D] 


. Y. SHEER n0. dau mmu uuu nod à); (4.1. 32 
2°. 34 -gedGn,02 —1 时 , 设 Ponit yes MEH SG nO. 


Et Ou qtu, (mod m), . + Cé& 1. 4) 
AM P Gen > Es 7 ` | 
3°. FE 2 的 条 件 下 ,车 还 有 gcd Cws wid=1, m P Chw == 55 - 
BF: Io] 23 2.4.,Cmod m). 
证 1° C2. 2.17 Bae 
Wrin We hey 1 qu mod sm. 
2°. 此 时 利用 1 的 结果 有 
Wa TT puta PERS Ye cr 
Stl ie eH. or mod mos |. . 
式 中 当 ner 时 uCmod fe HR FF FE E. 
37. 13x. P' Gn, wis KEE 39 AR 
VU, pray SU te ay SCT ee CO m). 
利用 工 之 结果 得 
Wray to EHC 1H, MOR ni). ， 
车 我 们 能 证 明 god Gr we) 71. WIH EAT AR us mE cu. (mod 
m. AGT sis’. fly 2° Ck # ls. s =s. FFE c=, (mod m). 5| 
理 就 得 到 了 证 明 . 
ELE wim AOSRAT pW pw Br CRO p 
[ze 但 phe. 3X FÉ H 328 JE Se A wp Sate tow, 就 可 道 推 得 p | 
uy H 疡 |reoy 这 5g 8 WEBS. 
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本 定理 之 说明, 当 abn, w) EEN. TE mod m 的 意义 下 ,向 
相当 于 主 序列 + BEB r 个 单位 ) 和 倍 寄 ww 的 结果 ,因而 两 
诺 列 应 有 相似 的 性 质 , 故 又 有 27, PH. 

直面 我 们 考 碟 如 和 何 把 “出 现 夭 ”这 一 概念 推广 到 高 界 序 列 博 
JE. WE. m D Asay n a) PEE AERE PEA m 为 大 于 的 整数 . 因 
为 当 183 E AE m 整除 某 一 项 w, 似乎 不 能 给 我 们 提供 多 少 有 
FIRES Pre RRB ERA: ， 
id dín,t)-—gcd(zw, rU EL Ttt UU a2) s (4, 1. 5) 
设 mol, AEE n0 Bmld.m).WMigih c Lx SE 
TÉ ng mk w Pz WRK, I FERT BT. 这 样 ,出 现 获 就 表 未 当 me 
整除 w 中 连续 一 1 项 时 其 开始 项 的 最 小 正 下 标 . 在 已 有 文献 中 ， 
Gurak 曾 对 Oz CASEOD) 4" F EAHA T ERB. OP. 
- 7885. 局 样 ,我 们 有 | 

定理 4.1.3 n X zr a) PEPSI, gdim, a) =1, 
记 P'n. u) =s, D 

1*. Of yO mld Cr 36s [ri . C41. 6) 

2*. alm, wes s. (4. 1. 7) 

定理 4.1.4 Ku Ñ Oz nar HERE RI t9 AR PE 
EFEN, HFE a(m , 100 =r, Bl] 


1°. 对 任意 2230 tos Ste, cac ius (mod. m); (4. 1. 8) 
2^. 34 gcd ma) —1 Wb, UE PI Om ts, BU ERE DI neo 
UO. cam, TU mod m), (4. 1. 9) 
[HG F (m,w) l5; 


3. 在 283 ZEE EXE gcd Quo sw stt ma 一 1; 则 P Gn, 
wm) 一 s, FH uus (nod m). 
SRE RIES PP SS HRB EECA. 
1. 8) 时 用 到 (2. 1.5). 对 于 定理 4 1.4 之 意义 也 可 念 定理 4.1.2 那 
样 理解 . 仿 CA. 1.8) 的 证 法 还 可 得 到 
推论 x midir wor Do, MEM nO, 
ip a ES Wwe od m). (4. 1. 8') 
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定理 4.1.5 iz H 为 上 | Ln e on 


=r, My 
1°. 对 任何 ve 0. fee 0 ay. el. au (nod pe. (4 3, 
2°. AG r In, BE] ind] (nu; UC d.t 
3°. Zr pcd Gn 2 =1 H m |din.w oW] rp fool des 


证 op CAL 1. 83.0, sue 2a. je mod m). fR ja AT BI uin : 
可 证 得 1°. HE nom je AG PRAE usnm dicas D Um de 
BI. 2° gcd Gn) — 1 时 .市 (C4. 1. DA rms PER Ge or ta. 
1. 122. 

推论 FF mld Cr’ .w) ar ped. Wi) REP ne 0, 0220. 

ty aa Euh usc uuu mod se). . C4. 1. - 

HIB 4.1.6 Ear 5 DG osa DP EIE EI ow S Cb f 
dE Ea HEFTE Gn mor. XE ged orate = l DP Gat 
AU AT EE fof nr, 


1°. Fi sln me W| on] dns Clodii 
2°. T MAT gcd (ten so. etit. 27 1. nui 
mldin wit s|s r. eb. 
证 1. sja—r Wt ta js mr MY CAL 1.9). A7 
—?, 


Us Ett pe 0 Omnod s). 


AX wld nm. 


js trir Ogir As. MARR HD C401. SOPRA el av =i o el 
m. WY me SOR EM ceed Grau 1. te 250 umod 
we). PEE CAL. 8) 得 wa upa 70 (nod m), 又 可 入 定理 4.1.2 之 
3*VE BH ged Gn stora 13 9 1. 7 4,550 (mod m). Hr’ 250, MU s zm 
ELTA Wr —0 ATE s In n. 

定理 4.1.7 Bu H Ola a) PER, RIFE nOn. 
a =r G2;) i= 1.2, gcd Grasa) =1, M] 

milo: BY Gy) rim). (4. 1. 15) 
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证 Venu Gn), ^mi |b Gaz) 根据 (4. 1. 12» BT 48 
rimi) [rim . 

定理 4.1.8 i$ to A Ca aD EAE IEEE PE ged Ges. 
to UR 127]. 又 设 存 在 gm, t0 ) 一: rmn) TI! »2sged Gri sär) = 1. 
PE 29 Be REFI, P Gn, uw) —s Gm Bü] 

ma |t; BÍ sni |r Gr.) — r Gn D. (4. 1. 162 

4E 同样 有 m ldim). 然后 利用 (4. 1. 147? 得 证 . 
4.1.2 kBt F—L 数 的 整除 性 

APTORLGHM F—L 数 的 整除 性 质 除 上 目 关 于 出 现 秩 之 性 质 
Sb HRM SD FTP RIL TS. 

EHE 4.1.9 Bu X Olay aD PEER rl diru) 
0, 刚 

1°. 对 任何 j0, 


d m) |dCjr ou); (4. 1. 17) 
2°, 对 任何 i20, 

dir n) wra i— tiras (4.1.18) 
S. hr Am. jit j=j Wo 

dr wp uisa usage (4. 1. 19) 


证 dtrym 二 土 1 时 显然 ,否则 在 .1.10) 中 取 m= [d Gr. 
wl =r, A n=0, k2 BGR 1°. & anaml BI 27. 而 是 
2 之 直接 结果 . 
推论 OW red) 40,8 rin W diru) ld). 
(4. 1. 20) 
定理 4.1.10 Bu X fau rs PER Mid gom 
dir), ， 
1*. b p HAY aged (p,q) —1, p 1d GO M 
PU dipr); (4, 1. 21) 
2°, B rj r2 0 ged G3, 72 =r ged(d Gr, d G2) — d, lili] ged 
(d ,a,) —1 时 
d=d(r). . (4. 1. 22) 
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证 IR 2, H+ ERER 6. 
1°. ^"ged(b.a,2 —1, ^. H EM 4.1. 3,aCp^ uw fete OP 
(pou) Ty s. A ae 3.3.4 A Ha... (mod p). FR o= 
ul (mod g^. X "^ elder), dp GL 1.120, s| p. r= js 80" 
zwi, (mod p D. ATT Ose RRA apo afin, 
(mod t5. & n=0, + ,k-—2 即 得 所 证 ， 
2*. H dlidir) X d Guo li LOJI =t mod d), HPs 
= gld, u) =P (du) sr js i= 1.2. H ged(ri,r 2 =r 知 ; 存 在 
ry€ Z tE rrityrn=r. 于 是 可 得 六 二 wi nod d). Wi 1* 可 知 
dlidir). 
反之 ,由 (4.1. 20 Berliner: dir) dirdir), Al d G1 
d. SEB d=d(r). 
定理 4.1.11 设 各 为 f(a,…,ay) 中 任 一 非 零 序列 , 简 记 a 
(rw) =d ir) .rzzo. X XE rH dA, gedd r)a) =l, 
P'Gr),n)—s,u 为 fz PEFR, BY 
1*.d G2 |dCGis-- r1 (4. 1. 23) 
2°. dG} [erai 一 证 a Meas (4. 1. 24) 
3232 对 joget Ath A 
di hou 1U js tr bk Ty e pr A TL ree bb 1 (4. 1. 25) 
HE dG) =Ht1 时 显然 ,否则 在 (4. 1. 8 站 中 取 m= [d GO | ,rr 
=r ff ， 
Wg p=, mod m), 
由 此 闻 样 可 推 得 (4. 1. 9), 进 而 可 得 
Way ty ac qu, nod m). 
& n—r,**.rd-4—218 V. 4 ner te—1 (8 27. 又 由 tU reda = 
ulta 10 sa. i Wy etre =E WA 1%, 4-1 (mod m) He HE Fl FRI 2* 即 
得 3°. 
4.1.3 Zt F 一 L 数 的 整除 性 
为 应 用 方便 ,我 们 先 把 由 前 而 一 般 情形 推出 的 结果 具体 归纳 
mr: 
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38339 4.1. 12. thw S £5 Gaio FERRIC enu oo 
Gn. P Cn uU —s Ga RENE EERIE). ral uU E, 那 必 


1°. 7| n HE a lees (4. 1, 26) 
25. jane THE zo jui — uisi (4. 1, 27) 
Bo hojat ji tjj Et By bui FAET PEE (4. 1. 28) 


2 p HEY gcd b=] plu, Hf pO [uus (4.1.29 
5%. Wr nm 0,ged(ri n) =r sged Gs sus m dH] ged Cbd) = 


LH uut Cd. 1, 303 
6°. 38 ato) [m B] on ta AY geden D =1 时 ,车 ole. W 
Cony —sGno for; (4.1.33) 
VE am an FEE. H gcd Omb) = 1, 
DU ore [avez 时 ar Ge) eC; (4. 1. 323 
8°. Æ iu | 27 1 ped Ge 62 = 1. HE (T fe] OZ A rae s s M) us, | 
u, 时 rin. (4.1. 332 


ith 如 未 普 在 前 而 出 现 , 证 明 如 下 : 

& m= u |. Bf ip EAE TEEI aC =r, E a, la. Dm dus. X. 
gcd Gn.) —1. 4 ZRH aln) [n BD r n 

HOR. SS Oe o 豆 素 的 杀 件 基 很 重要 的 . 比如 ,对 如 
(2,2).gcd Cu, 142 7 ged (16,120) = 85 ged (4,6) — 2, {H 895, — 2. 
MALTA ged(8.2)s€ 1. (PUE TEE P) XE FE 4. 1. 18 之 推论 1 将 表明 , 当 
gd Ge. 0277 1 IE ERR FE RE RE. 定理 4.1.13 也 有 类 似 情 况 ， 

推论 d$ 5-——1.Wl 


V gecl ku an d= fee | rn ged nre); (4. 1. 34) 
Jh om a Toa = 306028) [ns (4. 1, 35) 
3^. Fons | nt D] a Oa, msn D b am -—s G0; (4. 1. 36) 
49. ty ee 223. ELE ££ fap OAE ee Fita a ll) 

a, du, PT rns. (4. 1. 372 


对 于 其 他 序列 RAE Be ESP HT. 
ETE 4.1.13 CER 4.1. 12 GEAR CE FUE o Oy OL 的 主 相 
关 序 列 , 简 记 ano) =a RIL PERI. XU vo +0, BA 
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T. [epee WR s=stu CPD; (4. 1. 382 


2*. o, lvi sa ytd (4. 1. 39) 
3°. 对 hsh jh th= j A 
Ur [ti vui TOU r-iUjgermid (4. 1. 40) 
4^. 25 ged Gn , 0) — 1, Ul] sn | n— e Gn EP m bo, ALA Oba, 
W) zo, B sm [n— 06 On i (4.1. 41D 
5*. Æ a Oni), a Gru) EAE HE. EL 2te. ged Ge, 5? — 1, Bl] re, | ons 
BY soni) Dar Gn 2— « Gn; (4.1. 425 
&.rin B. ZG/rOBT v ta; C4. 1. 43> 
7°. AsEO,rln B, 2|] GN EDT v hts C4. 1. A45 
8°. #9 ged (m. 26) —1. a On FFE, Bj 
a(n) sm 2a Gn); (4.1. 45) 
9°. 3 ged (m 20) =1, 24a, W 
mna Gol B ztG/e Gnd); (4. 1. 46) 
10*. EF a Gn ya Gm MEE oped n, 626) —13, 2 ba Ej m, bon, , lll 
a Gn; )—qe Gn, ) H, 219: (4. 1. 47) 
11°. 1$ 670, [|| 1. ged Co, 202 — 1, 2 Ta ELE FE fa Oh mr. 
v.c. S B v. |o, Fh nin HZ G7; (4. 1. 48) 
12*. 设 n2» 0. u, Ku 5j 6 RO LU 
acd Ga, su d =l BE 2; (4. 1. 49) 
13%, YE rir: 2» 0 ged (rr) =r ged Gv, v) — d. H 21a, 21 
Cri rM Ir) ged Ed 20) =1, M] d= |x, |. (4. 1. 50) 


证 ”1°~5° 是 一 般 情 形 的 直接 推论 . 

87-77. A—a'-- 46540 时 是 (2. 3. 32) 和 (2. 3. 33) 的 直接 推论 . 
4 一 0 时 必 有 2 |a. 此 时 us -n(2/2)" 1v. 2 (a/2)", BT OP Ro 
CEA ARD UE. 

8°. HF a Gn) =r. 77 ged n 5) 21, sn FETE. 由 入 | 和 得 到 | 
us. X E CA. 1. 1) 得 s Gon) | Or. BE Shs Ged WA sOn) |r, E H C4. 1. 
1018 m un {A vi — Aw? —4(— DY , "m | 4C — DD ,3X 5B LAU B. 故 
g^ Zibon). RUE sGn) = pr «2r Wl mus Suey. RETE m SER 
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F 同时 整除 志和 wr , 则 向 上 引出 ple 007 2B. 故 必 m | a, 
EX, m | oc. 但 前 者 与 sm) 之 意义 矛盾 ,后 者 与 wm 一 "之 意义 也 
RE. ,sn) 一 2r. 

9^. b. ixdt 4-5 8° 的 直接 结果 . 

Q. HE a Gn) =r. WI E] mgr. 21g A 6B v. do. STE m [os BR 
" . 

10°. 4 a (Gm) — n. H ms |v, fh on, lva, FA) AY 9* 即 证 . 

11°. 4 m—w.. HE ARAM o Gi =r. X viv, Bll mle. H 97 
Ei E. 

12*. ged (x, s Un ) = god (ttus un Attn) = ged Citin s Žur). I ged 
Gs) =d, fh GAIA) (8 ged(bd?—1 FEIK C. 1. 3004 d— 1. 
dB dm Bur. 

13°. 由 9" d |. 和 v, í8 tg (d)|r, flr, BH 2t DRC 
Ds Atle E. 2kG/0. X Bi O° dle. EZ. OR rlr EL rs ZkG/ 
ri MfG /r,) 8 v, 1o, RI v. "vrl d. EB d s. 

fie 车 5= 土 1; 则 


1°. 21a Co) 存在 时 elm) —sGn2 — 2a n2; (4. 1. 51) 
2°. Dh Al a RE m dome Gnd |n. B 2 12/8 Gnd; (4. 1.52), 
3°. HE 0290. |v. | > 1. 21a Alu.» AXES 0A Lr ordo, BU 
v, Iv, Erjan H 21/75 (4. 1. 53) 
4°, I n> OB] ged Gu, v.) = 1 2k 2; (4.1.54) 
5°. I rior > 0 ged Gi ri =r ged (uy, su, =d, A 2 BRB a. 
darfr, AA rfr Wl) d=. (4. 1. 552 


"Fiü^r£g)L Hf 2r mi C NE v. 
EH 4.1.14. id ut a, OPERA EZ, 
1°94 m |a, I tess HUE len; B ged 0,00 —1 30229 3 MBA ml 


Wet (4. 1. 56) 
27. uz 0. gced(u,,52—1 时 对 0 有 

ullun-i1—5 uh, (4. 1. 572 

3* on FEO bf utt lusu. (4. 1. 58) 
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XE P. HH C2. 2. 445980 C2. 2. 480 BI E. 

2*. 3t 0 7g Oe HY ABR AER I 80 — G8 n bu, e 
kun Gn. 42^ 0+ (ou, (Qnod a2). PPAR MARETE 9 48 

— bn — blu, (Du, 425 1 + (Gu, 12 Ca— 8) (nod uw. 

7. S| E 2.1. 1, — btu: = — Gu, 1) Cmod už) ; Bir. 

3*. 5 md MY 87^ — CuO bun)" uz ee + 
mus Uu. + Gu, unm Chun)" =c Gnod už), HBA 97" He+ 
bui, . 
则 有 | OP ete" amid d" (mod ui. . 
仿 此 用 归纳 法 可 证 得 六 "==d (nod un 0.4 HHO RR HM. 故 
得 inn =O (mod ul). HUE. 

[HE] EXE = BA Cavachi'* 41980 年 结果 的 推广 . ME 1, 
E b= 1. URI Ij CR el Ai le ER L7 Z $8. 

1966 年 Halton "ppi& TF REL Fibonacci 数 中 出 现 的 
TK BCE BE. ETRE 8] ROT EE RAS. 

3E 38 4.1.15 Hun 分 别 为 Oz Ca;8) 中 主 序列 及 其 相关 疗 


Bil. p ARM. pher, 
1°. plus. ples Ml pot Gui tin) =r; (4. 1. 59) 
2*7 plums pH 2HE Hi pot, Urim! Und =r. (4. 1. 60) 


证 1°. 2.5.15), 
pe pk bey Zu - 
ROMPE y» [^ je eh uiiu,— SA, 


-1 2/ 

izep WW. p dun. pBm i 

-. - . "È " - 

2xniep phi R p] ul | pleno s dA 

Zp tl ,—ipph.lmussur He | | Pa . 
we rot tia. XA pes. 
。 1 十 2, 故 们 有 p [fuss 
BAM isi Ape T um hb id phe, SA 


(2.2. 67 ?就 有 plo d6 79a E. 于 是 E db hs 综 上 即 得 所 证 ， 
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27. 8 (2.5. 12, 
AGIS epa fv 一 ry (^. pe rri tu = Som. 


i=] 

我 们 可 先 证 pha, Fl wn 2(a/2)" (mod 22, phe. pha RS 
plu. ATE. 其 余 完全 可 仿 上 证 明 . 只 是 在 证 plo. ,时 采用 下 法 ， 
EUR plo. KEW plows phos RU HE EURO n] WHEE ploo=2, 
EF A. 

[ 注 ] 著 p=2. 对 1°, EREE B [O4 = ies +2 不 成 . 
SE. ERE 2 ee a. 3X 4 | tte ME 57 |h;,€4. 1.59? 仍 成 立 . BH 2ta 
HB. atu. sU] (4. 1. 59) AER Der 1. 对 2, 除了 上 述 情况 外 , 尚 需 考 
虑 是 否 21vm_1. 

Fibonacci 数 f, 和 Lucas 数 的 某 些 特 味 整 除 性 质 , 早 就 引起 人 
们 注意 . 早 在 1878 年 ,Lucas 就 证 明了 的 一 种 类 似 二 项 系数 的 
六 质 , 这 种 性 质 我 们 不 难 推广 到 一 般 情 况 , 这 就 是 ; 

3E 38 4.1.16. iR wt 分 别 为 HPE-R RHI 
F.H. nO HT u, v,350 vii 

JG, E) — anu canna Gumi. (4. 1. 61? 

HG A) — vnquam Une ace of Cuts Ta ids (4.1, 62) 
WO JGGO.HG D GUAE DEEP 

证 HO. 2. 440747 


scum Dus us id a 1M. s 


4 Tye ty tm — Tham Han "Him 1 Hm- 1 
化 为 HQttt HS — y thy =% Hitt HRS] e-a Uu, ttti. Hat 
El Jint lsm) —5J GT Lom Dui; JO muss. (4.1.63) 
H Jm) =i, FEE TED = (4. 1. 642 


4X] nd mi 施行 归纳 .i 一 2,3 C11) F012) C2 DEA 
eM A nomm =k SDARO RY WC 1. 6300380 7 
(n--1.m—10,.J Gm BAB. FEA JOv-- 1,00 th Ae 
H. 令 n—1. k 1 EJO, k- TR DE ER, JOD 
为 整数 atm = kl 竺 结论 世 正 确 . (4. 1. 61) DEB. 
IF. 1. 6224 RAT Ann) 2 atm =i ARK. H 
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(1,1) w/o, HO 2) = vivis ma) HO,1) w/m, Wf i= 
2,3 时 结论 正确 . 设 i= GDE EM. 因为 
HGH im lanh Ut ttm Vat itt n/ CU Ust ees 
又 由 (2. 2. 65208 
Urtian p E 6-5) wu = Ute tee neum 
【一 区 各 coat eee 25 cm 7 Viet toe tmm 19 
Hintli) =b" H Gm) 
HH Gul oim — love ttim- 
fe LABELS E Onm), A at 1, — DES PIC Ant.) 
亦 然 . 又 H H0 EPR AER Am ;= 十 1 时 结论 也 成 立 . 证 举 . 

下 而 介绍 关于 Fibonacci 数 的 一 全 有 趣 的 结果 . 

对 于 Fibonacci HME ged(mnin2 = 1 W 2.38 ZA B C4. 1. 34), 
有 gcd Cf f=). LA. 1. 260 JL Sal Ema ERIT FL fuu. HE 
E 3E [n] E ged Gn n) — r2» 2, REA RAR ACE? 可 以 发 
Ror =o 时 也 具有 上 述 性 质 , BREAK H5, RRB 
HH pots CFL Ze pot; (fm) -+H pots CF HB RI. RE m —5cin—5'd.km 
1. W 5.c.d APPR. 由 (4. 1. 59), pot, CFL. — pot LS. es) =R 
-Fpots CF) — &4-1, A] E pot CAL =l pot CA — &, Ex P. BAS 
r 具有 上 述 性 质 者 即 难以 找 出 来 ,原来 1946 E Jaden E TERA T 
下 述 结果 ; 

定理 4.1.17 fof f. 28 BLU ged(m 22—1,2 W 5. 

证 “充分 性 已 证 .证 必要 性 . 反 设 god mos — 751, 2,5 时 
Ff. fuss a r2. 我 们 先 证 FRE AE. BU rA 必 有 
f= 5* 2222. 3X FÉ RI CA. 1.35048. P Co £0 =s |r. 已 知 s(5)= 
5,s(5*) 2535s (52, fik xg HE 3.3. 11, a (55 —5* ' (0 — 5". F 
ES |r. 但 是 75 BUR Ir b 7527 81 因而 必 有 一 素数 se5. p 
| 六 ,于 是 a— abii dn. S almsan IC 

m-—fíca ,n-—p'da ,ple.d. 
X. Hi ER 3. 4. 1.ol pal, 7. ple. 设 pot, CF —h, HEM 4.1.15 及 
其 后 的 说 明 则 有 C 
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pot, C£.) —£-h 4-6) ,pot, CF det - h4- 00, 
pot, CF.) =e E-H- h - 6 CEH-2D , 
其 中 soy p—2 H rei 时 为 1; 悍 则 为 0. 理由 好 下 : 
polit. WW a=3 AS 5 al mao ee Oe 
FE (4,1. 59S p—2.m—6 时 公式 成 立 , Alay pos =t—1 
cFponCA)-rd-2-2:4-h--8(0. X 35 2—0 时 只 可 能 pot. Cf) =1 
=t—~A-+dt) JAAS 417, 则 al4, 和 一 bim; 此 不 可 能 . 其 余 同 理 . 
ARTE ETH sa] AS | fm 之 必要 亲人 忻 为 
E ehtoa HEY ZR H-H-2h-9-0 (0) AT, 
BD ^— AsOGQ-HE-S0)—900. 
Wi LAG xn RRO A ZEE COP TL TEE. 
在 本 节 最 后 .我们 介绍 André— ]Jeannin,Richard/^?1991 年 的 
一 个 铺 困 ， 
定理 4.1.18 EW la DA AAO gedla. b) —1, m Ao 
UEFA n2 BEE mhl hnius W ole. BITE ERAGE n 
FHE-—RIS-EdE n HS BEBE n 
证 下 221uns 让 nn 及 其 一 切 罕 因子 之 出 现 秩 均 存 在 . 8j 
iB a(g,u) alg). & p A n ZEE RAT OE ged (p, 02 — 1.85 
则 ob, RAT amau (med p), BK eum lu, ma" (mod p), -. 
pla.ix-3 BAD A. 
TBE. niu. > plu dH ple RC. 1. 31948 aCo) In. 

_ 充分 性 . 设 p Vaal pm 2st acy) Le | 4] e PA RE pha 
Cp). a(p) [n Wf aCD [mal pP. Y E plan. BECA. 1. 290 9 | 
uy», Stin 设 记 之 标准 分 解 式 为 4 二 PE 如 和 所 |! 而 诸 pil. 
-DAAA T n letas 车 pls, plu Dp ber o p» fuss, TU. 局 
上 可 证 . 

推论 1 # gedka'6 二 1) 则 对 任何 nS Le ged (ab 71, JA iffi 
m |u, 有时 god Gn, 52 — 1. 
推论 2 rsFinplaBb.siue»plius. 
+ 156° 


$4.2. FL 数 之 本 原因 子 


4.2.1 基本 概念 与 引 理 

在 本 节 中 ,我 们 按照 P, Kist OR YRS Oe, D RET 
谓 非 退化 情形 , 即 25250,5250, BER e. 8 之 比 不 是 一 个 单 
位 根 . SOAP OREL FE FEA x RAMAR 

u,— Co — a B), (4, 2.1) 

Boao BF uz50, RR m 为 非 退 化 的 , 本 节约 定 # ARAL 
述 意义 . 

设 P 为 素数 TAE n> l, plus MIXT 1i l, phe» HER 
疡 为 二 的 一 个 本 原 率 因子 , 简 记 Onm =s 0M CE Ee, 显 
RA 

引 理 4. 2.1 X3 p 29 u. H-THERRA TO plo Hsp 一 


Hit 1°. 35n ARRON e HARER o ok d$ Ts 
原 的 ; 

P. psp Hu 的 本 原 素 因子 9zlp- | 全 | op m ( 5]. 
特别 ,车 pia, i pin. id pla 时 .p-—n. 

SRS pD u 的 一 个 本 原 束 因子 , 且 eL us UR eo D u 的 
PRR. 记 m 0] — UAE RRS RA 

ge 二 [上 # (车 不 存在 本 原因 于 ;规定 空 积 为 D. (4.2.2) 

这 样 ,对 任何 mo 1m lg. MARAE: 

god Gu, D) lem luns dB Xt IR Sn l.ged(m.u) = 1, FRATER 
县 此 性 质 之 闫 为 上 的 一 个 本 原因 子 .反之 ,可 知 具 此 性 质 之 庆 必 
整除 8., 故 我 们 又 称 2. Au 之 最 大 本 原因 子 ( 或 本 原 部 分 ), 由 上 
易 知 

引 理 和 .2.2 XP pu. ZERRAF RI 


pot, C ) — pot, Cg. 2. 
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5[18 4.2. 3. SEE m Aa, ZERIT 0 sn — n A 
gced Gn s271, BI] =n. c 

此 引 理 之 道 一 艇 不 成 立 , 引 理 之 后 一 部 分 是 由 于 关 ETO 
因子 均 有 Anh) 之 形 的 缘故 ， 

本 原 率 因子 定义 中 的 条 件 plo APRS ged(Ca. 6) —1. 因为 如 
EPRA HH ged(a = 1 Rt pla. 则 必 pto. ER uS as 
BE 222 时 任何 pla HAE WR RAT A APP RNR 
AE a.b HK. 另外 ,有 些 文献 把 p14 的 情形 排除 在 本 原 素 因 子 的 定 
六 之 外 ,因为 此 种 p 个 数 有 限 , 故 无 重要 影响 ， 

H QQzCa,6) 之 两 特征 根 a,8 为 整数 时 , 设 

h.—a Fa Pas (4, 2. 3) 
ARN EMA ZEBRA. HRM n>1 时 反之 本 原因 于 必 与 a 
-AEK AMEA un 之 本 原因 于 .反之 ; 设 记 为 之 本 原 素 因 
TG pla— 8,0 pj (e— A — A, H9 D 4.2. 1 SIG 2718 pn. 
[S I, pha ak pta dT p EH A, 之 本 原 束 因子 . XX B.E A KF A 
PHRARAFi e Sh HPA SE eB Inl. 早 在 1904 年 ， 
Birkhoff 和 Vandiver! + " BEUEHB f n2-6 Hf A. OR EROR BRL TE 
在 . VÉ fl 8] CERE CURL BR Ip a EE HS TRU RI ASIE 
素 因子 证 明 算术 级 数 中 素数 个 数 的 无 限 性 以 及 证 明 某 些 不 定 方程 
无 解 的 例子 . 

当 8-1 时 ,及 二 一 1 MARR AT LBA TF (a,n) BY Zsig- 
mondy 素数 驻 菩 ,因为 最 先是 Zsigmondy 在 1892 FOIE | Aa 
一 1 的 本 原 束 因子 ,证 册 了 除 (em 一 人 (2.6) 或 a72* 1 E 02 以 
Jb A. 存在 本 原 素 因 子 .1988 年 ,Walter Feitt GEM od p WEF 
《ap 的 Zsigmondy R$, E pie —1l 或 pont, WER p 25 Zsig- 
mondy AHF. f uEHH T BR > Re JLA H h X TF Ge 02 BY Zsig- 
mondy 大 素数 存在 . 1992 4p , BES OR AT aE 
广 至 Iw 一 P|,>>nN 二 1( 其 中 i RR p BEA. Mal, i 
有 ,证 明了 队 少 数 几 种 铺 形 外 ,推广 的 Zsigmondy 天 素数 存在 ,并 
用 此 结论 巧妙 地 给 出 了 Selfridge (ALI “ORY APRS. 同时 提 
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出 下 面 有 趣 的 猜想 ， . , 

猜想 : 设 整 数 a PO. gedla. 92 —1.N 为 给 定 正 整数 . ips Na 
为 使 得 a-—m RAAB RAF »Bl«e—£&|,2N-1E8 8E 
整数 2, 则 存在 与 e.g 无 闫 的 绝对 常数 c Fl NON. 

SOF SOO T Noce NY tep OO 为 任意 给 定 
ET XE c ORM OAR. 

对 于 a, 8 的 一 般 情形 P. Kiss 归纳 了 三 个 感 兴趣 的 问题 ， 

o lg (或 z) 的 最 火 素 因子 有 光大 ? ` $oc 

2. u. AA RA UE RI? 

3. 对 于 多 少 素数 p FE n1. ES p le d r>? 

问题 3 ARRIER AK. RER RAR AY Fibonacci 数 f., FIA tH 
ARE WAR ETA 六 | 天 更 特殊 一 些 . 适 合 p2 
1 的 素数 p PRA Wieferich 素数 ， 然而 直至 今 入 我 们 尚 只 知道 两 个 
这 样 的 素数 . 即 1093 和 3511. O 

问题 1.2 已 有 一 系列 结果 ， 但 需要 解决 的 问题 份 很 多 - £981 
^F Shorey 和 Stewart'**“qEBR T ,X£ n3 2 的 不 向 素 因子 的 
个 数 o QD SEE - loglogn (0 «c 1/10g2) IN u 的 最 尖 素 因子 Yu) 
Deca gta) * logn/g a) (100 — 2*9) ,其 中 ym} 为 Euler ERE e 为 
RF 2,8 $i kf E BEEN. 他 们 还 证 天 了 ” ILF RH n A 
P(t.) >n * log'n/Cf Gn) * loglóg R F FODERO EA 
bm fGD oc. 对 于 问题 1 的 高 阶 情 形 . Stewarti* " “也 作出 TEF 


Fee 2, MAB RIET FE Bo, 年 ， 
Carinighaelt™ WERT, 当 as BARR n> 12 时 a" — 一 全 存在 本 原 
RAY. 1974 48, Schinzel™ EW T 24 &,8 为 一 般 代 数 数 时 .对 于 
充分 大 的 ned — P 存在 本 原 宗 因子 .这些 结 果 ， 都 是 在 代数 数 的 
意义 下 讨论 和 得 出 的 . 1977 年 ,Stewart* 癌 进 一 步 找到 了 一 个 绝 
对 常数 n = max (22 — 1) ve Mn d 汐 代 数 数 a/ Bit. 
使 得 nla Blah — P EAE = “fy Eo Rime a A 


ATARA MEET TRH ANCL 1ST AST Coni RRA Ab d 
BIOS He) RR Pa ran um CU 0 A B: 
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仍 只 涉及 整数 序列 ,但 其 方法 具有 普 毅 看 义 ， 

下 面 我 们 再 证 落 千 引 理 ， 

BIR 4.2.4 Xv gdim 00 — 1, mu, BAREA rnit noH 
gcd Gn 2,2 — 1, W m Hu ZEBRA. 

E 只 要 证 对 1B ocd mou =1. RRE m Z KAF 
plu. iso. E i Mv pla, Vein, Foren. PERI plu om 
与 有 会 因子 p59 CMa. EM. 

引 理 4.2.5 WERE P un 的 一 个 本 原因 子 ,， 又 le, il 

pot, Cu.) = pot, (2) - pot, Cen). (4. 2. 4) 

证 WM s(po=m. Rv phe, HE CAL L 3DE mia. Bas 
phn rz, ptk, d C4. 1.59) 立 得 所 证 . 

设 6 二 er 为 一 个 4 次 单位 原 根 ,由 [4. OIA ry 的 多 项 


X, 
Hn) -—az*—y'zl) (4. 2. 5) 
有 本 原因 式 
Wi = |] e-e» 
lig dA a 
oldani] 


z ..74d 
= II (Gr — y) + 4zysin! 77), (4. 2. 6) 


它 是 次 数 为 om) 的 不 可 约 整 系数 多 项 式 ; 且 
Ha) = [[,,¥@. (4. 2. 7) 
FEW WR AFR =a y p, PBB HICD w 
Ah GERRI bn cow. Mh, 恒 保 持 固定 意义 ), 则 得 六 仍 
AGE A. 2 3), 不 过 此 时 e B 不 必 为 整数 ,又 得 
w= [[ e eB) 


= TI «e~ A):+ sopsin: 7), (4. 2.8) 


及 h = [Tes (4. 2. 9) 
2(38 4.2.6 w= [] ws, (4. 2. 10) 
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而 uw, = | | Ano? (4.2.11) 


dia 


R w, = Qmm | Cera (4. 2. 12) 


"dics 
其 中 aXX Mobius 函数 ， 
证 (42:10) BPR. (4. 2. 119 di (4. 2. DH Mobius 反 演 公式 
可 得 . 而 由 (4. 2.118 i 
w= | [la — AO ye. 


disn 


ut ll (a — B)? — (a — BY Dei = te 一 gy, 


d [a 


8 X iE. 2.12). 
BHHEA.2.7. E 2{u Z bo 又 2 为 如 的 一 个 本 原 素 因 子 , 则 
pots (Cr) = pot; Qus. (4.2. 13) 

证 A MEM (Dam 215 md n. Ut n-— &n, 2] 5. 24 2|a 
时 ,4.1.59) 仍 成 立 , 可 知 引 理 成 立 . 

当 21a, Wil az d: 1,629251 (med 4). 4 b=1 (mod ON sti = 
0,1, 77 13.157 au 7 a^ - b=1+1— 2. u,252a-a— 3a.us73a! 4- 225 
5.4,295a-T-3az20,-- (mod 4). 可 知 此 时 52) 7m 3,5(4) — E 
Alu, FE Alan DY Glee x mix 5 CLAUD ERG not; Gi = pot; Gr.) 
一 1. 8| EU ma. 

当 b=t—1 (mod Ott, [E] ER] Xll m3, (B. 27 | us AE C4. 1. 
59) 成 立 , 因 而 引 理 也 成 江 . 证 华 . 

推论 n>3 时 2 非 之 本 原 素 因子. 

引 理 4.2.8 VE 2 Aa, BPR ICT n2 m 20,2} 
k. X. 19 0 Jy ui ASE a= ES Gnod 85, M} 

1°. 5-1 (mod 8) 时 


potelon d == 2(24 r7 0) 1024 rZ; (4. 2.14) 
2°, b= —3 (nod BHF 
pot, Cv, = 104 rz) 8k 223 (O4 r— 03. (4. 2.15) 


WE 人 ai (mod 8), b=] (mod 8) Hf (o, (mod 82) 为 
25.2:2,4a,—1,.2a,2,5a,—1.4a.3» —a, da i 
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Vita bbe dil na 7 wc Do. fal FAA] 4) b= — 3 om 


BYR G aot nj usa RRR. 

oo apalio ELT XXL phun AD plen AIE s H A. 2. 
12) FR PORTE. SEAT pla. 有 pot, Co.) 220 即 可 . 设 s(p) =m. 
(NRE a.b TEM pib. MMA 14.31) 有 mln, 设 n= 
Pemer 20. pth (AA AY HE m | Cad) BE d| Cafm RY P| tenas BK 
H CA. 2.12) a> 1 时 

pot, lw) = >) p(Dpot, (tuja). (4. 2, 16) 


ditnim 


24 p- 0 B LUI n/d — (Ge/d)m Hi (4. 2. 4) (4. 2. 13208 
Pats itaja) = pot, Ca >» 
Win pot, Ct) = pot, (tm) 2, gd) = [ foot, (etn) 之 0 


dl info) 
` (4. 2. 17) 
“reli ARBRE age BYTE. 


pot,Cu,) = >) uid )pot, Cus) 
EP 


a = 2 jute GDpot, Guo) 
* 2 ur od )pot, Guo) 
== Sate Epot, Gea) — pot, (ther). 


(4, 2. 18) 

u n/d —Cpk/d)msn/pd—Og kd ms 
^H GL 2.40 9562 REG. 2. 18) 右 边 方 括号 中 式 子 之 值 为 1; 此 时 
pot, Gu) «T l 26. (4. 2. 19) 


pol ht 2ja Uy SBE 4.1. 35 AS AR C4. 2.59947 
Rn. PRL RAS PAT CGS 1. AIA (4.2. 199. Ba 
=+ 1,b==—J] (mod D. SIE d. 2.7 之 证 明知 ,此 时 (4. 2.19) 
ALLE. STO. ARTA F amm—1.568m1 (mod OEI a= +1, +3,95] 
或 一 3 (mod 8) 鬼 情形 . ILE (4. 2. LO BPE A 

"162 = 


pot; (w) = [ [,, 4D poti C.so. (4. 2, 20) 
其 中 为 4 的 相关 序列 . 

n/2d-(2" Rk/d)m, 
由 引 理 4.2. 8 £6 


pot Cun eG | 4 [220 (4.2.2 
228923, r—]1, 
其 >=] 4. 2. 22) 
TO TOS xm. 
综 上 , 引 理 得 证 . 


fi iB u.a. 
5]38 4.2.10 FER A. tE 
wm A gas (4.2. 23) 
ABU pod n TCR EE CE Wy 8712 时 
pM p= n=pm rE hps p=: 
aias n2 3,23; 
1; 其 他 ， 
(4. 2. 24) 

证 BHORL 2. 100, 7 4791 B] wa eu BH es. RB E d n 
Ef g, Sow, LR. GW cote, ET g, LEE EE RP w, 中. 

反之 ,我 们 只 需 考 虑 是 否 有 素数 p Ives 1H. ptg Dal p dE u 
之 本 原 素 因子 . 此 时 必须 s(p)=m<n E pot, Go) 2-1. 自 引 理 4. 
2. 9 之 证 明 过 程 襄 知 ,此 种 情况 之 出 现 只 有 下 列 可 能 : 

C 1564. 2. IDP k-- 1, HEB] np mr lp HREM, Xp 
-—2182la,s p=2 M a=+1,.6=—1 (mod 4); 

CINC 2. 212 317. A= 1, IER p—2m—3,n—2 * 3,a=4+1, 
+3,5=1 或 一 3 (mod 8). 如 果 5712. W 12, T (4.2. 22S 
r(r)—]. 

从 上 可 知 , 当 2212 WEPPRRTR PEA pot Ge —1. 又 因 
sG)—2 3X A, MCT LCT OLAS. FETE LC Y, esp) 


UI pD n SORE AIRRA. 故 引 理 
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得 证 . 


推论 1 s—12Bf|Ad-—99G/ged(Q n) 1. (4. 2. 25) 
推 沦 2 n>5 时 ,车 素数 p 非 ww 之 本 原因 子 , 则 pot, Go 
pot, Cn). (4. 2. 26) 


4.2.2 几 个 结果 的 证 明 

我 们 需要 借助 于 Baker* FRAR, 

引 理 4.2.11. i A=dlogz, 十 十 Blogz,; 其 中 b: E EUR 
Fon (天 0 或 二 为 代数 数 ,= 二 而 对 数 均 取 主 值 . 又 设 诸 饭 
均 不 超过 六 (24) 且 不 全 为 0, 汪 的 高 不 超过 m CR LEE EU 
数 域 上 生成 的 域 的 次 数 不 超过 了 那么 ,车 ADE OM 

141 HP, (4. 2. 27) 
其 中 w= logm logm:;*logm. af = w/logm, , (4. 2. 28) 
WicdéQ mcd ad Xx Ht GU enam. 

[ 注 J 代 数 数 的 高 是 指 它 所 适合 的 整 系数 不 可 约 狗 项 式 之 系数 
的 最 大 绝对 值 . 

引 理 4.2.12. 设 2 为 代数 数 ,|z|=1 但 z 非 单位 根 , 则 ne 


时 
H—zd»ee, (4. 2. 29) 
其 中 c9 为 仅 与 = 有 关 的 常数 . 
证 Wb 27.0 RER, BI — mm, BEBLUEAD 0550. 此 时 易 
证 1 一 z| =2tsin 2. [27 3 101. W nm zn +9), reb. <0 8,0. 


PRA 2 |= [eh E16 T I1 Ind zn dI 
nlogz— 2&£logt — 1) |. HI 24 | v. 28 nz ;运用 引 理 4.2.11 FER 
右边 的 对 数 线性 型 得 . 
[12r SAn pet, 

其 中 心 ,ce 仅 与 = 有 有关 , 故 证 . 

EIRTH = 和 一 1 的 高 之 上 界 选 得 较 大 ,使 0. 

由 非 退 化 性 知 ,ial 和 18| 中 至 少 有 一 个 大 于 1,86 e] 2-1. 
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引 理 4.2.13. BAERS a b 有 关 的 常数 C70, 使 得 "之 4 时 
glog je 一 2 《log2 十 <c。，]logna)<log lw] 
«nog lel 4-277! Clog24-c * logn), (4. 2. 30) 

He gn) Euler 函数 ,mt 为 天 的 不 同 素 因子 的 个 数 . 
证 南大 1 一 | 加 一 序 |=|z e [1— G2 |5niA. | 2]ul". 
由 非 退化 性 , 当 o. 2 SEA pal 1. [5.177 |a] — 1876102 
fal? 24 a, 8 Zoe SE HEELS | 7| — 1 (B. Ba 非 单 位 根 , 此 时 由 
— (4.2. DA [ha [D> fale 7 "t. 38 4705 4] OIG OS RIEF 
e .于 是 不 论 a,8 是 否 实 根 , 均 有 
n+ log: al—c* lognlog|A. ln * log| a] 十 log2. 
把 上 式 应 用 于 (4. 2.11 
logho > >) wld) (nf d log la} — c + log(n/d)) + 


fle pid}= 1 


$35 wd) ((n/d dlog|a| + log2) 


dia,etdj=—] 


== log |a] - Duta n/d — g**? 71(c e logn + log2), 
FI" 


由 此 得 (4. 2. 30) 之 左边 ,其 右边 同 理 可 证 . 
定理 4.2.1 对 于 充分 大 的 au 存在 本 原 素 因子 . 
证 ”我们 仿照 [4. 15] 的 基本 方法 . 由 于 不 要 求 找 出 作为 一 的 
下 界 的 绝对 常数 mm* 故 证 明 过 程 将 大 大 缩短 . 由 引 理 4. 2. 10 之 推 
论 2, 如 果 我 们 能 证 明 对 于 充分 大 的 :有 log|m.|>Ilognm* 则 必 有 某 
TRA p 1H pot, (we) pot, GD ,因而 户 为 zm 之 本 原因 子 , 由 (4. 2. 
30), 这 就 只 要 证 = 充分 大 时 
多 mlogiel| 一 2 (log? +c = logad > logn, 
亦 只 要 证 
gXog | a | — 2" e * loge => logz. 
为 更 简化 ,我们 只 要 证 pO log | a] 27 2° (e+1 logn, BD EHE 
9G / (2° logn) > Coy = Ce+1) /loglal). (4. 2. 31) 
Past x 二 wtn) 的 上 界 进行 估计 . AA x 个 不 同 素 因 于 之 最 
小 正 整 数 为 m= pipe po AP p RR ERR (4. 2612 JE E 
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3 和 定理 10 知 ,z 充分 大 时 , zlogz < p, < 2xlogr, >) logp > 


pi I 


cxlogz (此 地 和 下 面 诸 c 均 表 常 数 ). 于 是 eixlogrclogmexlogp. 
< 之 xtlogz 十 log (2iogx)), FI WS loglogm<ce, * logx;, 因 而 有 <， 
使 
xc, * logm/loglogm. 
B 5n n BK BY eR C logn/loglogn 为 递增 的 , 故 对 任何 具有 = 个 不 同 
RATS nof 
rc, * logn/loglogn. 
于 是 200 cs OF fa Pao, 
X m4. 26 1 3g BE 15 知 ,n 充分 大 时 有 
QD ean loglogn » 
APOD / (2° logn) > en. RE nz Gic MCA. 2. 31)? 成 
3r. AA RTT XE ETE REX BS n LAME PAR SAR A 
定理 得 证 . 
FE FR 1 TEA P. Kiss BIB TEE SU. 
定理 4.2.2 2. logg, = Sog Tel pe + OC + logi), 
(4. 2, 32) 
Hp a, NONAS MP 
证 SEE AL TE n0 Bf ugs, 均 非 零 . pH CA. 2. 115, 
log|w.| = 5, D > logia 一 f| 


= Ds » . log jal 十 ZAD . log {1 — (B/a)** | 


|! 


: Xn dlog |a| +S), D + ogli — (B/a)* |. 
(4. 2. 33) 
E C4. 2. 23), logy. = log [w | — log [AL | Ti lA] Sn, 
once! Bs = log lal 25 c pn) 
+ Odog(Lx]1)) + EL, (4. 2. 34) 
其 中 ED 20D 7logll— (H/aY^|. (4.2.35) 
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Br) 2 Ša Oc - loge) (4. 2. 36) 


(参见 [2. 46 ]P. 128, M4. 21 P. 268), 
Rik Stirling 公式 ,og [zj!) 二 OCr * loge), 
MAE AE E. —O(z * loge). RRS 
E, = S uS ana) * log |1 — (B/a)* 
= Bllogll — 8/0) + See) J. 4. 2.37) 
a, 8 ASM g/a| «1, A log[1— (8/a)* | =O01) Ék 
定理 由 此 即 可 得 证 . 
4 0,8 ERUN e/a —1.(H p/a 非 单位 根 . 由 引 理 4. 2. 
12.4254 Bf 
log |1 — 63/2)" | — OClogad). (4. 2. 38) 


4 x/2«d rH]. r/d-—2, D BG) = 1 ,因而 
E, = Emn +O| 2j logd |= E.--O(x-logz). (4.2.39) 
afin der 
Xx ee HO) = Oi yee Way | = OCy/ log y) #1 


— x/d 
En =O Dye, dogd) $ T 


— nl. logd — 1 7] 
= ol> 4 ac 
Hi Euler 求 和 公式 得 
1 aTf dt 
Dect logCr/a) — o ice 75] 
_ = dy |. 
- of xf’ yia [= 0? ， 
ALA AR Abel 分 部 求 和 公式 得 
Ej, = Of x (log Cx/2)/ 6/2) D epl log Gx/a) | 
= Or - logz), 
综 上 ,定理 证 毕 . 
上 述 定理 表明 loge, 的 平均 值 
| Diner! ORs) Jx ~ (3loglel)z/m， 


KAT EAR A FEA uu 利用 
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nG) — r/logr--OCG/log' x) 
和 Chebyshev pg Xi G(x) = Dope! BP = 2+ OG/log'z)*? , 
由 上 述 定 理 可 推 得 
推论 ” 设 =(m 表 = 之 不 同 素 因子 的 个 数 , 则 对 任意 e0, F 
在 x, CO 24 eT GONE 
$3 uuo < log laj) / 220) + ez! /logz . (4. 2. 40) 
该 定理 还 可 推出 其 他 一 些 结果 , PRE FR KAI EY 
定理 4.2.3 iE rH ACOIÍACODEDESUE s 表 如 下 的 ma 之 
集合 ;= 过 ,ge 有 一 个 本 原 素 乱 因子 大 子 好 ,出 对 任意 046 
YE x02, ele, Ce} rt 
|S. | => GA/ (227) — €. (4. 2. 41) 
证 可 假定 x 为 正 整 数 . RO IR ELIO gono, 
A8 Ur. c BT T BERI 38 Er iL; A GOD 7 GOQD AP GOD g. 
HRA ESGECRE RD T. 
id Q. — ll... . 
Vn792 时 ,n AYR fed EE TR (参见 定理 4.2. 1 的 证 
HAE f. X Pn) <n, 
s Hir (4. 2. 33), (4. 2. 23) (4. 2. 29) 18 
loge. «(1--&)n * logia sz 1 +e)z * loglal 
AER 67-0 和 cen ne) ML. 由 此 ,利用 定理 4. 2. 2 18 
logi. 7» €C(3 » log | al 2/123 — C1-I- 2£* + log el. 
BLUE 24 e 充分 大 时 ,对 和 尾 给 ， 
Q. >exp{ (4/7 — £— &)x!log jal}. 
RFN, BRA GoG0 2M [R] CA. 2. 400) 
Q.XGQ" ， 
X. Bi X4. 2. 4018 > 
w(Q.)<CBlog|a|)/C2x7} +e) + a flogz, 
CQ) DQ) > exp (Blogz « log lal - ose e ) 
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> expilogr + (2 — 2z:"t/3 — &")) = atm, 
iX HL e 70,670 可 任意 小 ,只 要 工 充分 大 , A— peyrat", MG 
集合 , 
S {gn Est ES! 

中 每 个 元 素 有 一 SEER RAS xU. HII 01 oV 
(227) —£) x, HEE. 

前 述 诸 结果 显示 ,如 困 只 有 “少数 ”Wieferich 型 素数 (有 即 适合 
P lusii CRE po) MARAIS" FR wu ABKAE 
因子 或 许多 不 同 的 本 原 素 因 子 . 定理 4.2.2 AR, tE g AA’ 
的 本 床 素 过 因子 的 下 标 = 之 集合 具有 正 密 庶 ， 

P, Kiss 7 还 对 于 u, 的 本 原 素 估 子 的 合 数 和 p(n) = Ds 


y 以 及 一 切 案 因 子 的 倒数 和 coo = D, 进行 了 估计 ,得 出 


了 B8 GD <e Cloglogn)*/n Cc 为 绝对 常数 ), 而 对 于 平均 阶 有 
Zed = dleglogz +00), X, tn) = cox + Ologlogr) Gs 
为 仅 与 u 有 关 的 常数 ). 这 里 就 不 详细 介绍 了 ， 


84.3 可 除 性 序 询 


4.3.1 可 内 性 序列 

一 个 F 一 L 整数 序列 tw 车 适合 mn 时 有 ws | wes 出 称 为 可 除 
性 序列 . 可 除 性 序列 在 整数 分 解 和 索性 判定 以 及 Diophantions Jj 
程 中 有 其 应 用 , 故 早 已 引起 大 们 注意 ， Hin 哪些 序列 
是 可 除 性 序列 . 对 可 除 性 序列 w, Y d Ens w fee,» BE PS 
Aw, 之 倍数 . 故我 们 只 需 研 究 ww 二 1 EAA 这 种 序列 
称 正 规 北 的 可 除 性 序列 . 

可 了 珍 性 序列 有 一 个 有 趣 的 选 代 性 质 ,就 是 车 {zo) 和 { 加 } 均 为 
可 除 性 序列 , 且 玉 ,的 项 均 为 非 负 整数 , 则 显然 g. 二 ws 确定 可 除 性 
序列 地 外. 下 面 探 讨 可 除 性 序列 的 特征 . 

定理 43.1 Hw FB Ae Cars + san) HT ERE PE a 40, BY 
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或 者 ru 一 0, 或 者 此 序列 之 项 均 局 于 一 个 整数 环 上 有 限 生 成 的 乘 
法 子 群 ，. 
证 BRD u ARAF PEE pha Al {w.Gmod 50) 25 ELI 
的 . 设 其 周期 为 1, 则 由 可 除 性 有 w, iw, 义 由 纯 周 期 福 有 wie, 
(mod p), X wn Cmod f2, ipl. 若 各 之 项 含有 无 数 个 不 同 
的 素 因 子 , 则 必 cos — 0, Bl w 之 项 必 均 属于 某 个 由 有 限 个 元 素 
EERI LE RATE BR. 

ERS LIRE I DIE ERRAZEN T 
性 序列 . Polya * 2 & GE AH, d] SE —^- F 一 L 序列 的 项 均 属 于 一 个 有 
限 生 成 的 乘法 群 ,由 具有 形式 


w= ST Th). (4.3.1) 
其 中 REZ CA RRM 
10,77 5,05 , 24 n=] (mod $). (4.3. 2) 


BIBLE HI ei 0,- 6— 1. o£ BA vo. 的 特征 根 , 而 其 中 对 相同 
的 了 每 两 个 根 之 商 为 单位 根 .因此 ,[4. 24] 中 称 一 般 开 一 L 序列 为 
退化 的 ,如 果 它 有 一 对 特征 根 wm 天 wj 使 a/o, HEME, RAH 
TOR DB. 但 是 ,我 们 在 上 节 定 义 的 退化 与 非 退 化 概念 比 这 里 
条 件 要 严格 . 下 面 将 按照 本 节 的 定义 进行 讨论 . 

E 4.3.2 BW O2(e,6) (bp 天 0) 为 极 小 空间 的 正规 化 的 非 退 
化 可 除 性 序列 只 有 下 烈 两 种 形式 

15. 4,3; 

2°. w= (^ — P Ca-B). 7 (4.3. 3) 

[HE 3 这 里 极 小 室 间 的 意义 是 指 把 Z — HE Oz Ca DB POR SEP 
REK FL HET [apt ei. 

证 .由 非 退 化 性 有 #4 一 0, 由 正规 性 有 志 二 1, 因 此 4 为 2; 中 
ERN. 25 内 有 相等 特征 根 时 ,uw 有 通 项 形 如 1°. 而 两 特征 棚 不 等 
时 ,ww 有 通 项 形 如 2°. 当然 ,这 里 c.a. B XE SETTE MESH EAR EE. IR 
之 ,显然 1". 2" 均 代表 村 除 性 序列. BE HE. 

上 述 结果 恰 与 <4, 1.26) 相 符 . Hallt*3 曾 猜测 三 阶 可 除 性 序 
列 包含 在 下 列 形 式 之 中 : 

: H0-* 


1^. t0, — a; 

2^. so, =n (a — 8) / (a— D 

37. w= (a — P3 / (a— gyl. (4.3. 4) 
但 Hall 只 研究 了 w 的 特征 多项式 在 Z[xj 中 不 可 约 的 情形 .我 们 
指出 ,ap 天 0 时 ,形式 2 不 是 三 阶 F—L 序列 的 通 项 -事实 上 , 设 wx 
+ P=a,ef=6.u,= (a — PO/Ce— ff). Me SERRA UGOo-z/ 
(1L—axr— br), W m EG w= nui. WERK We) = etl On = 
Hor O arnb WORA 28 EDU aR 及! 为 其 分 
Fis sh IS So 8. A A AR. X. b 关 0, 因 而 由 定理 
1. 5. 3 AI to CRPBUARH 41K. Bil vo. BAH 4 Bp F—L 序列 , 另 
外 ,我 们 对 其 中 一 种 情况 证 明 恕 下: 

定理 4.3.3 UE laho 250084 — EGER ABA ML QC. 

2c) 为 极 小 空间 的 正规 化 的 非 退 化 可 除 性 序列 Ww 之 通 项 有 形式 
te, nian. (4. 3. 5) 

证 RARI ERA a, AH a € Z. (S BUR wo = 0.0, —1, 1 

zt —d. 83. 6. 14) n [| f 
wu. nd tn— ld — 2: 2)a]/2. 

Wy, ne 'C22— Dd — 4(1— 1081/2. 
由 < 天 0 4 a 隆 0; 由 可 除 性 有 

Wee fw, 2a [ 204 — 20)n7-4a— d 

[Xd — 2a)nd-4a— d 1€ Z. 

4 d-—2a.W] w= n t, A we Xo — o) , BS w VW (Cab. 
为 报 小 空间 之 假设 矛盾. dd Ala, 于 是 

Wee fw, = 40" — 2a (4a— d ) / [ £d — 22) 3- 4a—d ] € Z. 
$ Dirichlet £2 38 , 24 n Wb Bf (2 —2o)n-- 4a—d 中 有 无 数 个 不 同 
ZRAF. BM a0, 37 4a— dz50, t] 2a (4a— OM SR ERT 
的 个 数 有 限 He 75 FS. B d= 4a, BRE we, à, 

在 Hall VI fei , Ward!) pt — 25 B t1, di — Ut ap Bd SE 
实质 上 说 是 若 王 二 和 阶 相 除 性 序列 逐 项 的 乘积 (他 当时 是 从 两 密 项 
式 的 结 式 来 叙述 这 一 阿 题 的 . 且 未 考虑 重 根 铺 形 ). 这 一 问题 ,直到 
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1990 4E 4°47 Bézivin, Petho 和 van der Poorten 等 人 以 5 得 出 的 一 
THAR. 他 们 是 从 更 一 般 的 范围 来 考察 的 , 首先 把 可 展 性 序列 的 概 
人 铭 进 行 了 推广 : 设 > ur" 表示 定义 在 特征 为 0 的 域 下 上 的 一 个 
有 理沙 数 , 当 reo HEAT 0. SER OU EO Cun [wei [REZ 
ETRE RTRC wn Sw — 0 时 定义 w Wa = 
QD SU ER Goo.) 2 T BRE PP. EEE AST TTA XURE 
MFRS Im UL JE Hadamard WHIA KER EHH T iE wa S 
F 一 工序 列 , 若 存在 整数 o 1 HE 48. ww | teen Gn = 0.1; 0 OE PIG 
RAR Z 上 的 一 个 有 限 生 成 环 ), 虽 存在 一 个 Ff 一 lL 序列. 
{wo} EA ? 
w, = A [ ( Caf — AY — 8), (4. 3. 6) 
使 得 w, 1 to sn Os ] se 
4.8.2 强 可 除 性 序列 
Wwe 为 F 一 L 整数 序列 : 若 对 一 切 mk, 

ged (uaa = | weeacn.s | (4. 3. 7) 
成 立 , 则 称 vo 为 强 可 除 性 序列 ,这 里 补充 规定 gcd (0,0) — 0. B C4. 
1. 30) 及 其 后 面 的 注意 可 和 ,车 ged (a6) —1. W Oz Ca 50 c zc EIE 
列 为 强 可 除 性 序列 . 

强 可 除 性 序列 岂 为 可 除 性 序列 ,这 是 因为 {ew} 为 强 可 踪 性 序 
列 时 ,由 gcd Citam s Wa) = Freue | Ico | 推出 won [wan (BC 
WAR — xE IA BRE PPS # SA uon * 2^ 7B] eed Ceu stts) = 
8225 jigu o (HE m 4. EL 非 强 可 除 性 序列 . p LS AREE ELS EU 
下 面 的 

定理 4.3.4 lity gedke 62 d 时 ,存在 以 fai (a,b) Go 
0) 为 极 小 空间 药 正 规 化 的 非 退 化 强 可 除 性 序列 , 且 只 有 下 列 两 种 
形式 : 

Vier, Zou—G-—E)/G-8). (4. 3.7) 

-证 FEEL ABA, RUEDA VE, CREE plas piss n 
a2 时 plu 于 是 ped Cta star dep. ay x, ged Ca, sta) 77 [tiiden en 
LI = A we 非 强 可 除 性 序列 .必要 性 得 证 ，. 
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36 ged(a, 5b) —1 HF A—a* 4-456 — 0, M ET BE a 一 士 2, 由 此 
BER 1", 车 4 天 0, 则 得 形式 2"， 

对 于 三 和 阶 强 可 除 性 序列 , 目前 尚 无 一 般 结 果 . 1988 年 .Ho- 
rakc5 对 三 阶 情 形 的 几 种 特例 作出 了 若干 结果 . 他 的 条 件 放 得 很 
BE ,实际 上 ,他 所 得 的 结果 或 者 是 极 小 空间 为 二 维 的 情形 或 者 是 退 
化 情形 . 另外 ,他 所 纵 强 可 除 性 序列 的 定 文中 对 于 vw € 0G, ee 
qx) ,只 要 求 对 nel 适合 递归 关系 (1.1, 1), 亦 即 不 考虑 

Wy = yh + as (4.3. 8) 
是 和 否 成 立 , 因 而 也 不 必 考 虑 w 的 值 是 什么 . 3X XEdE ST RE CHI a 
天 0 时 ?与 我 们 的 前 述 定义 没有 本 质 区 别 , 因 为 此 时 车 对 821 C1. 
1. DERZ WY) RT SEHE A OY. L DO. 50 亦 成 立 .但 在 奇异 情形 ， 
Wi ci — xg Xt Br 64 o nT ER PERS AU RT BE BES, BU ST RER ME. 3. 
8) 不 成 立 者 , 为 简便 ,我 们 在 介绍 Horak 的 结果 时 采用 他 的 定义 ， 
但 证 法 有 所 不 同 . 另外 ,他 在 给 出 vo € (a,b,c) 为 强 可 除 性 序列 
时 ,未 给 出 s,avc* 因 而 序列 构成 规律 不 央 确 ,我 们 将 予 给 出 . 
定理 4.3.5 de Erlass) A ERAR p v = 1238 F] 


除 性 序列 , 则 
1*, w, 7-0 Bj tu 必 为 下 面 四 序列 之 一 ( 均 从 下 标 为 1 的 项 写 
E, FED: 


w™ —(1,0,1,0,1,0,), 51, c7 —a; 

10? — (1,0,1,0, —1,0,1,0, —1,*)5— —1,c—a—0; 

= (1,0, —1,0,- 1,0, ),6— I, 0— a0, 

19 —(1,0, 1,0,1.0, —1, b= —1,c—a; 

2°. w 70 Bj vo 必 为 下 面 六 序列 之 一 : 

b= (1,1,0,1,1,0.°} a=b=0,c=1; 

b? (1,1,0, —1,—1,0,7),a 62-0, c — 1 HE b= 一 ac 一 
a— l; 

b= (1,1,0,—-1,1,0,—-1,1,0,-+} .a=b=—1,c=0; 

b^ =(1,—-1,0,—1,1,0.} ,a=6=0,c=— 1; 

b? —(1,—1,0.1, —1,0,:),a—5—0,c—1, 8 0a, c—ad- 
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5/^—11,—1,0,1,1,0,—1,—1,0,1,1,0) a 1.5 — 1c 


3°. te 50 fR w= 0 时 ,和 必 为 下 面 两 序列 之 一 ; 
27^—(1,2,150,1,2,1,0, ) aem 1,5 1 
q7—40.—2,1,0,1, —2,1,0,— ac —1,5— —1; 
证 1°. Hi ged Cw; ton) = [wz |= 0 B We =O. X BH gedir, 
Warsi = |, | 二] R wi — 4-1. 因此 E222 时 由 递归 关系 有 
wa atu: +b * O+cwy_,=0, i C1) 
wa =a * 0 二 po 1+e 0. (OD 
由 Ca ?可 得 wea) == 5 us. 可 知 5-1. E b=w,;=1 BY stona = 
LRA M8 c= —a, BER w”, Ñ b=w,= —1 时 ,wa 二 (一 
1)* FRAC I ) 得 Cas 由 此 得 w”, E b=] YU 一 一 上 时 Writ = 一 
1. 代入 (CI) 得 Use do cuna = —a—e = OCR? 时 7 及 UA + cu 
— —a-c--0, "a c— 0. HH HIC 1B. ww, 合理 可 得 we”, 容易 验证 上 
XEUU Jg 30 fi 8 BE PE AY. 
2°. ERIE wa 0 was — 1. 因此 Al 时 由 递归 关系 得 


Wati =a Obs) tees > CT) 
Ti- 一 加 TS ab O+ cewa- (N) 
Wa- = AW. dtu Fe * 0=0. CV) 


由 (VY 41 b= ta. 分 下 列 情况 讨论 ; 
b=a=0 时 ,由 (CE CNO 
Witi Cie 2 m c gp == ct 
p Wer SCU] =C tts. 
由 此 知 c= 4-1. X c=] wm= t] ETA 5 739 b 9o c=], 
w= 1 时 分 别 得 AO HAM, 
b= a0 BY BIECV B cosi tne FRA CEO, CN 7B 
UU. =aws,te. 
T Wut Üa-—cheog 1 
p (Laws curas. 
。194 。 


由 此 可 得 c—a= d-1 X ce 二 (a 十 Dte 一 a). 于 是 
c—a=l 
ELE 


e€—a-—l c=—a— i, 

解 得 c 二 a 十 1; 或 a=0 而 c= 一 1, 启 一 情形 与 6=a 才 0 BRET 
H. 当 c=a 十 1 时 有 zs 一 ts 一 光一 za 由 此 zs 一 一 zz 故 
有 wm= uy. 以 上 球 缚 果 代 入 wi Haw, te 得 ta 十 17 (ws 十 1) 二 0， 
二 一 1] Ñ uw ——1.344——1HBje—0.; XG w= 1, eb”. 当 
< 一 4 十 1 H za 一 一 1 时 又 得 h. 

fl b= 一 a 关 0 时 ;可 得 a 二 1,c 一 0 或 ww 二 1. 前 一 情形 取 w, 
=— LA bh. m esai H w= XB. 

直接 验证 可 知 上 述 六 序列 艾 为 强 可 除 性 的 . 

3". 此 时 可 知 wu = 0.20421 = c 1, X H gcd(0, wa.) = ged 
CWys Wy = | te, | GR Ww, = AZO, n] £8 Warr = EÀ. FE, FH x 


VA sup 
0 —a;-5À-rc, 


tU, —a * O-d- bo, --c4, 
w= aus db * O+cw,. 
w — auo Hew - 6 * 0. 


上 述 方 程 组 关于 a,5,c BHR. OA 
0 w, A 1 


w, 0 w, A 


c~a==—] 


CV» 


We Ww, 0 ws 
us TU te, 0 
将 此 行列 式 按 第 一 行 展开 ,并 注意 wal E wisa G 
At — A wigurns — ÀW uy — Wa A — TT 
Fwrw tw — 5-1 =0, Cu» 
35 ws SÀ H. w =w: 时 得 
A Cus tis 3-2) + C1 ws C1 pee,  —0. 
E wsl ERES PS +3 wr 1 Am 1:2. IHE HR CS 
任意 三 个 方程 可 解 得 .as 一 c 一 士 1.5 一 一 1 分别 得 序列 a 030 QQ”, 
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A E SES EE (35928 RE ER YER). 若 如 ;一 一 1 ,可 知 上 和 式 关 于 和 无 
整数 解 . 

WY CVI eR Sede m, =A H w= — 99, 等 诸 情 况 讨论 , 仿 上 可 知 ， 
在 这 几 种 情况 下 (下) 关于 .% 均 无 整数 解 .' 证 上 毕 . 

[ 注 ] 若 要 求 w 适合 w= aw; + bw, 十 caoo, 则 上 述 结果 中 的 
yo sty bI BMH RAKE. 

下 面 我 们 研究 一 般 情形 下 www, 0 时 w 为 强 可 除 性 序列 
HETER. 下 面 定 理 条 件 中 Uo ected. 37J 中 出 现 过 ,但 7 
和 8 是 其 中 没有 的 - 

定理 4.3.6 we klabe) t =), wey, 0, dd w= 
Aswi — pe Vll vo. 为 正规 化 强 可 除 性 序列 的 必要 条 件 是 

1°. gcd (As w= ged (A.69—1; (4, 3. 9) 

27. ged (ui. bA Fc) — ged (i. aCBA- c2 ca) 

god(Gg-cA.apgpd-bA--e)—1; + (4.3.10) 


3°, Aj agp d- c, Al ab-d- e, Al A a C6— yp); (4.3. 11) 
4°, gedi tabt c) ed- bl bAt c), Ca! +b) eet Cab - cA d- ac) — 1; 
(4. 3. 12) 
5^. gcd Gu Cab-1-c) / AJ- ac b+ Caged- c) /A) 1, (4.3. 132 
6^. je | Ca! -- 5) Date) +acdy (4. 3. 14) 
T. plè CaÀ-- 53; —— (4.3.18) 
8*. u|c  Ca*b! +b abc). (4. 3. 16) 


证 ”根据 递归 关系 ,考察 下 列 同 余 式 ( 其 中 允许 1 一 1 或 1a| 
=I] 等 )， 
w,=ap+blAt+cHazte mod Al}, 
w,= A+ c=0 tmod [el), 
w: aw, tbhetcASby (mod [Al>, 
unszaQbÀ-- c) tea (mod [| >， 
ws=butcd Cmod |wi D. 
w= aw + bw, + cps abto) 0 (mod Al), 
w= (a H-b)GDÀd-c)--acAzS0 (mod | ef), 
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w= labtec) pd-acA (mod [we,15. 
由 w 与 us 及 ws SREB 1°. 由 ws 与 wis. 与 ts wo, 与 ws 
AT HRB 2". 由 ze fro, Rule, 137. HH w Ej ws BRB 4°, 由 
ged Gu, ste) = few, [= (AL AR 阿部 得 5". EH ws lue 得 67. 继续 作 同 余 
X: 
w =Cabte) (DÀ 4-6) +bcd (mod |x|), 
w =alabt+ 2e) bate) +elab todd (mod | i, 
us = labtec) GI +b) GA c) +c bate) 
te lath acth A= (mod fel), 
LA 外 代入 w 得 
teg =c| a! hate) 3-654) 
zxe[ —blbAto) — acA3- 8A] 
= — e (aA+6)=0 (mod |i), 
由 此 证 得 7°. 从 6*8 7 之 两 式 消去 4 即 得 8°. 
反之 ,[4. 37] 在 满足 上 述 定理 的 条 件 1 一 6" 的 假定 下 ,证 明了 
IPE Ui, FO 有 ged (at wp) = wool» EL jel 有 ged 
Gus 111) = (wean 1. 我 们 将 在 满足 上 述 杀 件 1-793 BET 18 1B 
更 进一步 的 结果 . 先 证 明 下 面 的 引 理 . 
引 理 4,3.1 Ub oC ih b cor m dowswyuu 250. BL S 
15-4. 3. 14) 8 (4. 3.15), WY A21 Hf 


t=O (mod Jyh), (4.3.17) 
Ca? bere, artes. E (mod P ds (4. 3. 185 
JE cla wy to wa- )280 (Qnod |x|). (4.3. 19) 


证 ws 三 0 显然 .于 是 wy bac, MH. 3. 140 48 he, 
+acun==0. F Hi C4. 3. 140 E (4. 3. 150 (8 
claw, + uy) Eel a? (Ate) thA] 
=el (a +b) Ate) — he] 
= — A (aA D) 
=0 (mod |a|), 
Ww k=l RR. - 
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PUR S| BE A 10252) LR XE, BD wa-=0, Ca? Pw; 
J-acwg 470 E cGawy id b wa.) =0 (mod Eg]. Bil 
Ua EU d Dua; 
=a law p stews.) HER 
= (a? T bw AC- 4 
=0 (mod |æl)s 
Ca! HEO- Faa- 1 
= (a+) rwg- FW) H AEW 
= {a +b) b lawa 十 crest as) cows 
Fac Latta a F eW) 
= lab tHo llt Hwg- tacwa l Helawar tH wue a) 
=0 (mod |p|), 
cl wy be wa) 
—ca'[ Cab tedwa-> beu. Heb Cams, sr ewn) 
mabel Cai +b) wn- dr actua He Ca^ wa iba ii) 
=0 (mod |p|). 
证 毕 . 
定理 4.3.7 12 wE 22, (a.d,c) =], www E0, Hal GR 
fF (4. 3. 9) ~~ C4. 3. 15) . D] 
12. 对 任何 Li 78. ged Gu sto) = | eergereryy |; 
2". 对 任何 JZ L, ged Cie, rw = [Wit | r 
3. 24 ged (a6) — 1 时 ,对 任何 ZR ged Go: i = | wea. l- 
证 0.28 (4. 3,90 — (4, 3. 14) E AR BE. 
2°. BE (4. 3. 11$ 
yyy Za. Hiwa 7 abe; (mod àf), 
由 此 tena Iw, aw Ie) me 
zza (un — ew, Sa! Cate) 
zz0 (mod [A]. 
"VU ged(A DD, 
Ao pedre wes) = ged Go; wj). 
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由 j=1,2 时 结论 成 立 知 j—26 28-Y 时 结论 成 立 . 

3^. H C4. 3.17) 知 7 二 3k 时 结论 成 立 . 故 只 要 证 ged Cw, swan) 
二 1, 已 知 j=1 时 结论 成 立 . 设 已 有 gcd(lresyr0s_2) 一 1. H C4. 3. 
17) xeu7aua tbe.s=0 (mod lath. A E ged (pa) = gcd Gu, 
D=]. SHRM ple WG. 3. 155 50 ele SX, plaats. 25 ple Bt. 
若 还 有 lack pl WA C4. 3. 10075 JB. 当 platki. p BERR 
a,b uz p WARR — T Rab GAAS. Me alb 
X BIA eed Cw, wai = ged (ves ze i) =L 

当 vedie) =1 BT o H C4. 3. 19) a0. +o; 70 (mod | 
gD ERE ged Ges 3 ;) —gedties wy =H 1. 34 pc BAH 
RAF p 时 , 则 有 wa hw. (mod p),. 

ph. phea as 

plea . 故 也 有 ged Gus stews — 1. HER. 

下 面 众 男 一 全角 度 给 出 强 可 除 性 序列 的 一 个 结果 . 

定理 4.3.8 — 1 a Cab GE 00 3 GERA OE, WY E [03 
相等 的 特征 根 为 土 1 时 .存在 以 APER] RS aL ATE 4S 3E ELE 
强 可 除 性 序列 名 ,其 通 项 为 | 

zuo nui. (4. 2, 20) 

证 AUG FT BR PE FE es A a pet TESI, AE e mc I dDEX 

(4. 3. 5). X ged Cw...) 2) — gcd Gra ^. Gir 17 2 at t=} 


ti grdin n1 |= |w, | =}. 

a= 1. RHL ECL 3.20) 不 强 可 除 性 序列 ,证 毕 . 

定理 4. 3.4 启发 我 们 , 当 gedta b) — 1 时 

wean CED Ra LL 21D 
F3 k BriESC CB AEB HESR nj BR Ee Fr E BT PAT 
于 诸 特 征 根 全 部 等 于 Is—18B8TPE.I6mba-un2:.5—1:A XE 
jT AS t dhA, B lad vv 4)72. 诸 特征 根 为 i! cy 
0, t E— DRITE H. (B.E KEA tk YE a 498 I BR VEIT YII E E 
有 形式 (4. 3. 21), 尚 不 得 而 知 . 

利用 强 可 除 性 序列 可 以 定义 广 入 二 项 式 系 数 与 广 闵 多 项 式 系 
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数 , 设 {4.) 为 其 项 非 零 的 强 可 除 性 序列 , 称 
H = Taf Hi afia) . + i= n) 


(4. 3. 22) 


mot, y= Eas Tee Ha) 
Qu ee (4. 8. 23) 
SpA MOIR BA TM SAR RM. Ando 和 Sato i + f 
强 可 除 性 证 时 了 广义 二 项 式 系 数 和 广义 多项式 系数 的 最 大 公约 数 
及 最 小 公 倍 数 的 若干 结业 . . 
关于 强 可 除 性 序列 的 概念 ,已 推广 到 代数 数 域 ,有 关 结果 可 参 
看 [4. 36] 一 [4. 38 I. 


$4.4 Lehmer 序列 


4.4.1 基本 概念 与 同 余 性 质 
1% L,bEZ E> 0. gcd D=la= V 1 ,我 们 来 研究 Ob rf 
的 主 序 列 tw 与 主 相 关 序 列 0. 24 ?为 平方 数 时 ;u,v 均 为 整数 序 
列 , 但 7 非 平 方 数 时 则 不 然 .可见 此 种 序列 为 F 一 L 整数 序列 之 一 
种 推广 . 由 递归 关系 有 
uw, = o Eu, adus 


= L E uao th i tos 


= {libus id-b 2 — bu, as 
Bp un = UH bun ab tinas (4.4. 1) 
RIRs HR sca ERUH 2s 0) FIDE s RR Gs I 
H us 0,u,—1, up V P pu 二 
及 w= Poy T wb om MT (12-85) 


AY Abus P ttre as Von Ru WP 均 € Z. 构造 整数 序列 u = 
(a. fT O= (2.2. 
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as 2 TO 
使 an aid anf : 当 2hn, (4. 4. 2) 


taf "SEM 21», [PET AET 
fi uo 4 Lehmer J£20.3f HPR u 2 Lehmer EARS, 0 为 Lehmer 
主 相 关 序 列 . 此 种 序列 是 Lehmer T 1930 年 首先 开始 研究 的 ， 
他 推广 了 Lucas!* HFP 1878 年 所 研究 的 序列 . 为 简便 ,本 节 中 由 :pb， 
H,b.n ,0 PALEE SC ,不 再 说 果 . 

jd A= VITA a BC T + V ECAMD/ 2.9 AO. 

4. 2) RT ERCTS Dg 
[te — BY) Ca— B) s 2n, 


d. 一 (4A, 4. 3) 
Ih cat — gor Ge BO An 
SNMP Zh, (4.4.4) 
on pe Bh V 2 |n. UU 


当 ALId-46—0 时 ,由 于 26 AER 4290, b= 一 1 二 4, 此 种 
情形 很 篇 单 . 

BoA Bl Os 25. UO ZEA e PEEL SUR 
主 相 美 序列 分 别 为 加 b MUAY S 

Wy, = Wy s Tn m en (4. 4. 5) 

AR Bop) War] Pw Urati F Uu bh.) AE, (4. 4. 6) 
其 中 (4. 4.5) SPR. G 4. 6 以 第 一 式 为 代表 证 明 如 下 : 
由 wrt Cg) ag 

(Qu, té 如此) 
f faery =e (o BY CB) — ws 

= {iH — O w,_, 

= + pwn A vn 

== Wat] — bus. 

国 此 FE Sl ato 可 通过 (4.4.1) 04. 4. 60 5 FERAE ur, 0 HT wb 
联系 起 来 , xx FE - BE  LE ER n] BGB SES un 91. 故 有 关 前 者 
的 性 质 我 们 不 一 一 列举 ,而 择 其 较 特别 者 加 以 介绍 . 面 且 有 些 性 质 
UAH u.o AERA uw. Av =4(— 49, B44 DA 

i Am =AL by, 当 2], (4. 4. 7) 
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pie Alma al (4.4.8) 
在 探讨 ear LER m oa 1 ee RE FIDL uso 的 形式 出 
BL. Pj T4 AGE mS ,省 质 .假设 涉及 的 辣 余 关 系 mod m Æ 
ESA Zoe, Bp X] EB GO E X lix y € ZG, Bo) xzmy (nod m) 


ee Cm. 


Iil BE [2e [5 =o, Hl 
u =t (mod p); (4. 4. 9) 
Cau v La (mod p); (4. 4, 10) 
bu, |f V 1 =o—e (mod p); (4. 4. 11) 
v. Ebo, 1:886 lo — Abe -LC(e— 0) (mod p); (4. 4. 122 
ua v/ E sate (mod p); (4, 4. 13) 
E", Pup 2m Ae--Io — bet ileto) (mod p); (4. 4. 14) 
T^. usu / ¥ E =at (mod p}; (4. 4. 15) 
8°. 24, =o + 2b Gmod p). (4. 4. 16) 


其 证 明 完 全 可 仿 定理 3.2.9 及 其 推论 进行 . 比如 v,— a +f 
二 (a 一 二 VW UP" 10 (mod p) 等 等 . 

定理 4.4.2 Dp HEX ptio. V 

Up. 470 (nod p». (4. 4. 17) 

此 定理 可 根据 上 -~ 定理 用 穷 举 法 证 之 , 因 o,s BAL) 和 0 三 
种 取 慨 .而 由 于 5 一 e 一 9 不 成 闻 ( 和 否则 与 ,5 RRA) RAPE 
8 种 可 能 情况 .经 逐一 验证 知 当 pb Wf C4. 4. 170 E SE. 

定理 4.4.3 设 记 为 奇 素数 ,p13, 则 


] | 二 一 (= oP? (mod p). (4. 4. 18) 
HE 6056 HOO 可知 PM. 8G. 4. 277 我 们 有 
m42! CIS (mod p), C4. 4, 19) 


ul [E = 11, ye LI, ni taf JT 
= 30 8 P ok + D2 2474 . IBN nah. Qh nci 


=(p— 1912 te^ Dp 20/2 FCP — DG — 2/4 


= [3] 4] eno. 
由 此 即 得 (4. 4. 18). 
上 述 定 理 是 Wilson 定理 对 于 Lehmer 序列 的 推广 ,此 定理 可 
进一步 推广 到 任意 整数 模 的 情况 ， 
定理 4.4.4 TE 2h wm [Aid 
_ 2 H Cav? 
lI&-2[L)][z) mod m), (4. 4. 20) 
其 中 大 跑 过 gn DNF m HS m ERORE (Fler 
(mod m) 5,7 —1 3X 1.1 m ERA- TARRE — 
证 ”利用 (4. 419, RNA 
J [i = IL, 11.42. 
= Il k 2 2, 2 se-1(mod m). 
PE] me 为 青蛙 pGn A, ER kke SE PRSE 9/2 PR, Me 
3 m—& AR [RETE (8 Ares 
Skt + Si = mem) /2. 
于 是 lle = I e pré mea rim Dnm 
_ 7? (2) | MIT "S 


IP p = Lis 具有 定理 所 述 性 质 . 这 是 四 为 根据 Gauss 的 一 个 结 
R, IEE =— 1] (mod m) KREG m=4:p ,2y 之 一 而 定 ( 参 
WEA, 21JP. 1022,18 21m fF. 证 毕 ， 

EHE 4.4.5 WE ZIm ml A Bt 

LI = [Is 2 »[ (mod m), (4.4. 21) 
HE A dE pnd PAVE m HE m ERKEK. n= 一 1 或 1, 依 是 
Gm=4 Kh 2p (p APR or > OME. 

证 2 im, 1.4.2) 08 — 8] 2,2 A M Bo. XH A 
=[+ 460 (mod 0050 2 L1. [8 i fl 583€ 70.216 E mob BH. WH, 
BYES 21 59 m FARR EH (3. 4. 27) ,我 们 改 用 (2. 3. 28,78 

+ 183° 


Un — 23/2 


其 中 令 n=h.t= 1.48 


an ok 1 一 ? (— by ARTI 122 
i=} Rh — ti I i 


= ki — by UU nod m), 
La e [le TIC- o 
= h BOK (mod m). 

由 此 即 得 所 证 . 
4.4.2 整除 性 

为 研究 方便 ,我 们 按照 Lehmer 的 作法 ,在 下 面 的 整除 关系 中 
补充 规定 mI LS BS m 

定理 4.4.6 1". 当 且 仅 当下 列 情形 有 2 1u 210 H. I eS 4 
|: Ff n= 24,52 || Z Hf n= 4k. 2W BI n= 32; 

2°. 4 A(R PSA A 2 v. 1216. A lon HE 4 时 nE2,2 
| 时 n— 22,2 M Ii] n= 32. 

WE A je ae Eo RSA Tv, (mod 2) 
50 2h, Bou. 26 B[.p C4. 4. DA 

Wl su. nod 25. 

X =u =] su = ov 4 u= bE] (mod 2), 
依 此 可 证 得 1*. 间 理 可 证 得 2°. 

在 关于 整除 意义 的 补充 规定 下 ,我 们 可 以 象 $4.1 APRS X 
m pw 中 的 出 现 秩 atm.w》, 本 节 恒 简 记 为 er. 同样 我 们 可 得 
与 本章 前 几 节 类 似 的 -- 些 结果 , 且 由 于 有 ERA I 
显得 更 简 清 . 

定理 4.4.7 1€ p ARM elu em Ce m. 

定理 4.4.8 Wun, Big 6 HO. 

2°. ged Gu, stin} = fb ttgedemar | s 

3°, ged Gu, 2,2 —1 BK 2; 

47. Z8 m |a Mj uu iun; 

5*. mle H 2G m2 BR] e dos 

定理 4.4.9 Wb» ERG P^ || un C000 ps WI 7 Duae Cr 
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H, = 


0). X ps2. WI] p^ i uuu. (此 相当 于 定理 4. 1. 15 RTT. 

以 上 诸 定理 均 不 再 重新 证 明 . 

定理 4.4.10 db por, 

1°. p pb Ml Cp) poe: 

2*. 2 pie MAT (ETSI n> Os ptus; 

3°. 2E p UE wl p) 7-2; 

4.08 pM ERI wt p) = 2ps 

5°. 45 plA Ml wp) == p. 

证 1°. a C4. 4. 17) 3 RE E 4. 4. 7 之 推论 . 

2°. HA. 

3°. pmi SF 一心, 故 然 . 

4^. pli pit, pho. BA. G4. 4. 15248 5,290 Cmod p), 
ep) 2p. (H m usus SIA p HERR RK op —Zp. 

5°, 显然 . 

设 mx 的 标准 分 解 式 鸭 m= pi pi Lehmer 定义 如 下 郑 数 


Tt A 
e Tom) = 2| LE [s — p \, (4. 4. 22) 


其 中 | ri 24 p2 时 为 Legendre TF5E Jacobi 符号 ,而 | 2] =0, 
一 1, 或 一 2 ERK 411,2 R 2 [| 2 Tse. 
PARE TODE Euler ARERR EJ" -E RAPER: 
定理 4.4.11 12 gedOr,b)=1, B 
Hrom = (mod m}. (4.4. 23) 


Rem RET. prz RE p (| m poe S pi 
LUI HS RE XE 4.4.10 之 354^. b lusus s FE EE 4.4. 9, | 
Unt i-o. HB PM SUA plu. n> TA BENE Puno. 5-2. 
HE 4.4.6 RHE 2 lup oiu 25, RARE EXE EIE BEAD , 25 m= 
Pret 时 ,每 个 pr dures 此 得 定理 之 证 明 . 

我 们 指出 , 同 祥 可 以 仿照 $ 4. 2 的 方法 定义 Lehmer MHA 
因子 并 其 出 类 似 的 结论 . 有 兴趣 的 读者 可 参看 有 关 文献 ,如 Stew- 
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art 等 人 的 [4. 14]~[4. 17]. 
44.3 FRAT 

E4. 21 中 引述 了 Lucas 曾 构造 过 的 一 个 关于 Mersenne 数 M, 
一 2 一 1 为 素数 的 判 据 : 

定理 4.4.12 E p E p=3 (nod 4), (229 Lucas 序 
列 , 则 M—M,—2' —1 X X CI TER TERRE 160 (mod M). 

此 定理 之 证 明 可 参看 [4. 21]P. 224 或 [2. 40]P. P. 502—503. 
(8 ERAGE ARIE p=1 (nod 4 之 情形 . Lehmer AAAS, 
Dii x re Aj e 的 子 列 Sur G=1,2---) 构造 了 一 个 新 的 判 
据 , 完 全 解决 了 Mersenne 数 的 素性 判定 问题 . 

定理 4.4.13 i$ o iX 4/2 ,1) 中 主 相关 序列 291 一 ze sd, = 
vecSLa—2(02,8-0,.215,]0] M —2'—1 为 素数 立 充 要 条 人 姓 是 
$,.,7:0 (mod M). 

证 MRE. Eu DR C2 .1) 中 主 序列 . REEL 192. 5—1, 
see [6] 1) i] Ut] 0-8] - 
1. d M 为 素数 , 则 由 (4. 4. 14) 有 2044129 — 6 +25 — A vui SB 
2; li S,-—51.,— 2==—2, .3,.,220 (mod M). 

充分 性 , 设 S; 1050 (mod M), EA Uim, 

ta HP Sa vet (mod M). 

Mo ged Cet opc Y Be 2, (H. 2, A ged CM ous = 1, 
Sik p M ZAE—SBSCE LB o IMH =, [B epo 2* 1, 

(p) — 2. 男 一 方面 ,w(p) le- | S105] =pl MU p= 
m2 c1. HR ARDOR p=2'—-1=M 时 成 立 , 因 面 M 为 素数 . 

Lehmer 还 进一步 把 二 述 思想 方法 用 于 判定 形 如 m 2^ HR 
之 素性 . 1987 EO OB T-TREE HER RNS 
述 如 下 ,并 运用 上 述 方 法 加 以 证 明 . 

定理 4.4.14 Ro AAT, DA EHX. 


4 M =m +1,422,0<m<2'—1,2tmo=|{ iz] = le . 
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=| 7) 一 一 1, 则 M 为 素数 之 充 要 条 件 是 Uar- 7; 70 (mod M); 
soEMOm?—14220«nz2-4H1.2Wm.e-1,«— — 1l 

M RU EERI E case =0 (mod MD. 

WE Rib. SEE. VEM. 为 素数 , 则 由 (4.4. 122 A lee 一 
—4,. vu -Œ 2, Hl vin 05 — 272 —2, 
e Uur-1)/2750 (mod MD. 

2°. 充分 性 , 设 vowr_ nw 三 0 Gnod MY, tt) Stew noc os 
= 0, 同样 知 ged Cee iai tor n2 = 3 Al ged OM suo) — 1. 
Rik M 为 合 数 , 则 由 msz2'— 1 00 M XB ARAT B2 X. 
E eG [M—1-m2 fi eGONOM —-1)/2— m2. RE w( p= 
d2!zz 2^. SAH C4. 4.178 eC S pd 1«—2'. 9673 7F Er ,证 
HE, 

ERARA ERER, RRR. 
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第 五 章 FL Hee 


F—L 盆 素 数 是 以 Fermat 小 定理 为 基础 的 的 素数 概念 的 推 
广 . 由 于 下 一 上 伪 率 数 在 整数 分 解 、 素 性 答 验 及 现代 密码 学 等 方面 
显示 了 其 重要 作用 ,所 以 它 妃 或 为 计算 数论 研究 的 一 个 重要 课题 
本 章 简 述 了 各 种 伪 素 数 产 生 的 背景 ,给 出 了 种类 伪 素 数 的 定义 ,在 
此 基础 上 ,由 简 到 繁 地 研究 了 用 Lucas 序列 定 文 的 fpsp. ;用 ROn, 
1 中 序列 定义 的 fpsp. » PA EFI — 88 — Er F—L 序列 定义 的 政 广 义 
的 Ipsp. ,探讨 了 它们 的 存在 ,性质 . 梢 造 方法 以 及 分 布 等 , 还 介绍 
了 它们 在 素 考 检验 中 的 应 用 . 最 后 介绍 了 三 阶 序列 中 的 Perrin 
psp. 并 简介 了 的 素数 研究 的 发 展 情况 . 


$5.1 Fibonacci 伪 素 数 


5.1.1 518 
由 Fermat 小 定理 ,对 任何 奇 囊 数 p,27 7191 mod p). AI 
RRS WRK EE p 为 奇 素数 的 充分 条 人 忻 ? PSA A 
Bn GAG 
2*-izc1 (mod n) ? (5. 1. 1? 
后 来 发 现 这 种 合 数 是 存在 的 ,但 很 少 , 其 最 小 者 为 341. 人 们 称 适 
6.1. DZ 8f GC PER HG 由 于 伪 素 数 很 少 ,而 其 他 合 数 均 不 
适合 《5.11.10; 故 大 们 想到 用 (5.1.1) 作 为 检验 索性 之 一 种 上 方法. 后 
SRA BAT EA TEE a 1. AAR n8 god (as. 
=1 H 
a’ -1 (mod n}, : (5.1.2) 
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RIRE ”为 以 a 为 底 的 人 协 喜 数 , 记 为 pspGO. 

在 研究 中 发 现 , 存 在 某 些 合 数 *, 它 对 任何 与 其 互 素 的 正 整数 
aC>1) ade pspla) FILE WH Chamichael 数 ， . 

Al u-2—13xBRÓ 203, 一 2 中 的 广 下 序列 , (5. 1. 1 BP 
1,4720 (mod n), 套 大 们 自然 想到 用 下 一 L BORE MRM. 由 定 
BE 3.2.9 及 其 推论 ,在 mu DH, u ,9 关于 奇 案 数 宰 pp 有 一 系列 
PKA. 把 其 中 某 倍 同 余 关 系 改 为 以 奇 合 数 n E E HE 
F—L ŽARE ARH PS CIRCE TCR TE E 
Veta ae Fe BR 码 学 中 有 着 很 好 的 应 用 ,从 而 引起 人 和 们 极 大 的 研 
究 兴 趣 . RAR HRMS WAT A. 但 由 于 对 
F--L BMH RA ,所 以 尚 待 解决 的 问题 也 很 多 . 

我 们 首先 考虑 最 简单 的 Lucas FRU). Fr >l A 

L5] (mod ri} (5.1. 32 
Bar WEE n Fibonacci 伪 素 数 , 记 为 fpsp. 

1966 年 M. Pettet 5 下 发 现 了 最 小 的 fpsp 为 & 二 705, 他 也 发 
Xj Q—2465 和 Qs 二 2731. ETEY, J. Greener EWT QO, 和 
QA. 和 Q MÆ G. Logothetis 于 1980 4E Z- io ii >, 1987 年 
在 发 现 更 多 的 fpsp 的 好 奇 心 的 驱使 下 , A. D. Porto 和 P. Filip- 
poni 1 编制 了 一 套 程 序 . 利 用 计算 机 搜索 7 了 2~10' 之 间 的 fpsp， 
发 现 其 中 共有 fpsp 86 ^P. EL Fu SEC HRS PAA HF. 因此 他 们 
TEE Te: PEER ipsp. th fel fpsp REAP AIF. 对 于 fpsp 的 
个 数 , 他 们 猜测 是 无限 的 , ANB at x BY fpsp 的 个 数 为 9Cz)* 根 据 
数据 观察 ,他 们 猜测 C LE et V c/u. WE T psp 个 数 的 无 
根 狂 外 ,其 他 猜测 均 未 获得 证 详 . 

5.1.2 fpsp HER 

定理 5.1.1 di bet ARH RR n— bibe 

fpsp FI3ESE GE fT dé 
baie =] (mod p) i=], k. (5. 1. 4) 

证 D XE. Aon A fpsp. Wi 221 (med a), cein =l (nod 

pd. H C3. 2. 20) dary, 21,555,771 Cmod £2. 
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充分 性 . "Dnm Wunde. 
Hit tpg 为 豆 异 的 奇 素数 , 则 
ln =l (mod $g?631,*-1 (mod DH 4,221 Cmod p) C5. 1. 5) 


E 


prog, p=. 5,7,11,13 AY, H l0,—123,/5—1-—2X5,HF—1 


—22!:x7.,4—1292X3 X11. E 4;—122*:Xx 5X 13 知 此 时 (05. 1.5) 
4; 3885 FR] de ERR GEB i n= pg Cp 3.5.7, 11,13, <q) AF 
Ipsp. 上 述 形 式 最 小 的 fpsp A Q,—37 X 113— 4181. 

定理 5.1.2 dE PPG P+ aS RK n3F ipsp: 


1*. 
. n 5h,[H b»É1 (nod 45; 
.n-—TR. {H E251, 7 (mod 16); 

. n=11k, {H £21 (mod 10); 
.n7 135, fH £251,13 (mod 28); 
^s n— TR.ÍB, £251.17 (mad 36); 
* 8 194, {E £251 (mod 18); 


n=3k, {B £251, 3 (mod 8); 


证 HE 1.354: [8] TR BI E. 考察 人 (mod 322:2:1.0, 1, 1.2, 
0.2.2: 1,7. PR PG D= 8. 3648 4a H f 651,8 
(mod DHH 5221 (mod 3). Ex tH RE XE 5. 1. 1 得 证 . 

推论 1 3j n—2h.hz2.«| Mersenne 数 M. 必 非 fpsp. 

证 M.—2'—1-4^'—120 (mod 3), fi M.=8 + Bt l= 
一 8 一 1 二 一 9 (mod 24), °.2=M,/3==— 3541.3 (mod 8), 由 定理 
5.1.2 之 1 得 证 . 

推论 2 在 下 列 情 况 下 ,n SE fpsp: 


1°. 
.n=13 (104+ 1) E221 1B 6550, 4 (mod 14); 
3°. m= 11010213) ,20; 
.m=19(102+7) £220, {E £23 (mod 95; 
n= 710k +9) 2220. (H &z58,4 (mod 8); 
.n-17(0&4-9) £220. {8 R38,10 (mod 18); 


n= 3C102-+1),8221, {8 24£0.1 (mod 4); 


定理 5.1.3 db b—5541.9,—52 为 豆 异 的 奇 素数 , 奇 
+ 194 « 


ftt [ [54h es E (0:1) 300 lem Gs 1:290 T 
teg 
=] (mod AGI m 为 fpsp. 


证 设 9 为 0(1,1) 之 二 值 特征 根 . za-s[21-1[2]- 
1, ,由 定理 3. 4. 1, Pp Dipl PG, Plt). 再 由 定理 
.1f8 0721 (mod p), PUT —] (mod g). FH 8" 21 
imod pO EK 8 "221 (mod g). VF pog PEEL X 007-1 
(mod n). X AGO ln— 1,8 OSL (nod n), Bl 8258 nod a). fX 
3|38 2. 1. 1 (8. 7,294, —1 mod n), EPHE. 
5.1.3 ”构造 fpsp 的 一 种 方法 

下 面 介绍 用 构造 Carmichael 数 的 方法 来 构造 fpsp. 早 在 1939 
f£ ,Chernick* "BE HE AA T 

81285.1.1 AM n1 Carmichel 数 的 充 要 条 忻 是 n 可 表 
WM > DPR ANS BR porohe ZRH Allal G=], 
ob), 

证 ”必要 性 . 设 合 数 ® Carmichael 数 . 首先 证 明 nA pop ® 
A.r. RiR a= pF p= 2. NUR a=3. H 37^ =] (mod «213 
3" 11 (mod 4). 7,002,032 —2 |[n-1. 5 752F B. E ps2. Kap 
ZRH a a 71 (mod p048 ePOS F7 pl) |n—1, HE 
推出 ple—1. ERT RE. Kan SPRAPAR ZRAS. 

WE n UPR MEST RR n= po pe 22. SUM HET fp 52 
BY n=l A pi: 一 11n 一 1. RRR n2. ik 所 之 原 根 为 g. 当 
ged(g 0 —1 时 取 a 二 g; 仿 前 可 引出 pln 一 1 的 矛盾 . 当 gcd(g 0) 
= pg a—mdagm—n/CGictpi)oW ged(asm —1. BH 
pila, “a= (mod BO. MH a" == 1 (mod s)48 g |—1 (mod 
pe) ,同样 推出 pln 一 1 FE. HD r1. EET eX e^ 9€ B2 = p 
—11n—1. 

再 证 £e SAR, 212— 1. 但 对 5562.21 5; — 1. 这 与 已 证 
之 p—lin—iFHE. 

WEEE A> 2. 反 设 n= ppop ps WHFS RB. M s—1- 
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fiub—li—pb—li-,y—1.- BEBE pellat, sepio lle 
LAW -lia LTE p= b NAR. 必要 性 证 毕 ， 
充分 性 , 设 n bir be E S ALRZARH, A pp: 一 1 1n 一 1， 
>2. 任 取 与 nn 互 素 的 关于 1 的 整数 a, 则 a^ *=1 (mod 82. 7 & 
—1|5-1,..2a" 1-1 (nod &),i—1,:-.R. X opus pu MAMER: 
故 er '=1 (mod n). a EEE BEA, 2219 Carmichael 数 ， 
由 上 述 引 理 及 定理 5.1.3 可 得 
定理 5.1.4 Kee peep 002), NH pp =524+1 为 互 异 的 
FE W n y Carmichael SLT n 4529 fpsp. 
Chernick'* 于 发 明了 一 种 生成 Carmichael SAY 3£38 Jr 35. 28 2 
— 8 Bf. H. Dubner Rt 3 BHA E Y col. 下面 我 们 就 介绍 Dub- 
ner 的 方法 : 
V n= par s deoqor WARY BRM. a 4 Carmichael $, $ B f2 
当 ~-1,9 一 1,r 一 1 BRR pgr 一 1 ,显然 ,这 等 价 于 rr 一 1lpq 一 1,9 
—lipr—i.p—llgr—1. Wb p= 6m--1,g-12m-F1,W] pg=6m "3 
(4m4-1) 2-3. Abm * 3(Am-- D =r De E 
r= ĝm + B34m 1) /rt 1. (5.1.6) 
AX fr—i-—6mCGm--1Gm--1)/z-1)5, 
W^ Cpr—19/Cg- 122 GGm-- 1) C6m--127 x4-12/2€ Z. 
(5, 1. 7? 
"o p= O6m+) HHH. co (5.1. 750 05. 1. 6) I z 13 C4m-- 1). 于 
是 
r—6mt--1,: 为 3C4m 十 1) 的 因数 . (5. 1. 8) 
ED n= C6m+1)(12n+1) (6mf 十 1)， (5.1.9) 
其 中 6m-1.12m--1.6mtT-1 ARR ty 3C4m 十 1) 的 因数 . 为 
达到 上 述 要 求 , 常 取 | 
m= (he—1) 4, (5.1. 10? 
HAAR RHR. ARS. BAB EH AR. c 可 不 断 变 
化 ,直至 bog 29 ROR IE. BS dee + 1 = (ic 1 9-1, BR Ac Æ 
BR. FA OS st SHA UE MT BIBEG S TUE r 
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为 素数 之 上 利用 上 述 方 法 ,可 编制 有 效 的 搜索 程序 . Dubner 借助 
此 法 找到 了 有 3710 位 数字 的 天 Carmihael 数 . 特别 值得 提出 的 
时 ,1992 年 张 明 志 各 到 找到 了 一 种 探求 大 Carmichael 数 的 新 方法 ， 
并 旦 运用 此 方法 实际 上 得 到 了 大 于 107" HH Camichael 3%. C. 
Pomerance H4 3K jx 3E LAR OPW. R. Aliord Andrew 
Granville 以 及 Carl Pomerance 于 1992 年 了 AGERA CT cd 
Carmichael #¢ hit Hie” M mr t T Cramichael 数 个 数 的 无 限 
EX — KM mE Ss ar Pa) I. 

把 Dubner 的 方法 略 加 修改 ;比如 令 p= 30m-- 1.9 —50m-r 1, 

Rück Hi r—30mmnd-1.f8 pig. 区 为 素数 ， RRE 5. 1. 4, HB 
del n= pur H Epsp. 

[5.7] 中 还 一 般 运 用 定理 5.1.3 导 出 了 构造 n= p Ppap 型 和 
n= ppg 型 的 fpsp: 的 公式 ,比如 

n= (302+ 1) (6063-10 €902 5-15 8072-12 GEZ*), (5.1.11) 

n= (2014-13) (4073-272 (1001+71) GEZ), (5. 1. 12) 

n= (3602+ 203) (90024511) (1620: 1-917) (€ Z* ) (5.1. 13) 
等 等 . 
5.1.4 B fpsp 的 存在 性 问题 

XT B fpsp 不 存在 的 狂想 虽 未 得 到 朱 实 ， — [€ 
CUR eA. 下面 的 结 梁 主要 来 自 15.4. HILS 8 T. 

定理 5.1.5 ABS L2 mod 12), 则 2 AE fpsp. 

HE RHE 24—12£5.1252-4- 1254-6 By. 2:253 (mod n» RI nf, 
Ae RE (LL mod 25), 

D,1,1,0,].1,.:- 

可 知 44250 (mod 2). 7.60844 —1. Bl n=122 M 12£4-6 之 情形 已 
ik. " : " ， ， 
Bi (2.2. 57) sluag Siaa gt e DEYEL p= l (mod 4), 
ABEL — Ls TE. - - - 

推论 1 # n 为 丹 tpsp, 则 4 | 

PRP 2i. aa dE fpsp-- 
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证 £—1,2 Hk. 2 Ef.n-4( — 1) 7*2 4 (mod 12), 8 
证 . 

对 n= 2 (nod 12) 之 情况 可 以 进一步 饥 选 ， 

TH 5.1.6 # 10 (mod 60), Mi a JE fpsp， 

证 由 (2. 2.57) slonn = Dius — 222 —1 Gnod 52. BIHE. 

定理 5.1.7 车 奇人 台数 ”为 fpsp, 则 2n FE fpsp. 

证 len==1 (mod 2), W 2—2¢—1)"==1 (mod n), Bl B= 
—] (med n) XH n 239 fpsp A. AEE. 
定理 5.1.8. — BEA Mn Diop, MELA Fie aR 
因子 . 

证 由 定理 5.1.5 已 知 4te, 故 只 要 证 arp HARA 
zz1. 根据 53.2. 300, 

lay h phy Ss SS, (mod p), 

i ly —1252950 (mod 27°). 
jE. 

定理 5.1.9 Bu AB fpsp AF RR pln, ill] p—1 Cad 4). 

JE Bbn—2m.MI Shon. B L= D= (mod AB ple 
得 A=] (mod $5... p=1 (mod 4), 

E 5.1.10 ^ dE n HR ipp. E XXE pins po 5.2 ip. 
Less, MEFE k 24S C — 10/2, 3G L1 (mod p). 

证 HE n js A ORG 7712/2. E L= Gnod mA pla ii 
1,221 (mod p). #(3. 3. D & (2. 2. 55248. 

Hamm enel. (5.1.14. 
因而 cUH- (mod p). 
X HB 2Zis,Ls9clo— 2c Hh = 26 (med p) 
E "A veh 2D NE (mod p). 
. =(—1)/=+41 (mod p). 
"T 0, nen 0 或 5 三 0 (mod p) XS p> 5 HR. a 
0, 24 k=l, 7 2 |n, "21 3X B3 C5. 1. 104 ACIES 677. e 
=] (mod t), FE c=] (mod p) RH c'e —1 (mod pP Ji. Oe 
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1. 证 毕 . 

定理 5.1.11 设 盖 为 偶 fpsp, 奇 素数 pp 225, 3 2 |P' Cp, 
=s, WE 25,2 «25x: (5— 22/2 f [25 1 (mod p). 

证 n= jtk 0Q2kSs/2. 同样 可 得 cl 三] (mod HA 
0 二]1 ,因而 i 三 十] (mod p). 又 显然 2240.1. Æ 24 5/2. WI 1, 
laf, 2=— 1 (nod p), X. L22c2242 (mod 2,7. 12:0 或 3 二 
0 (med p) EDIJA. 故 2755/2. 证 毕 . 

定理 5.1.12 MAH lA Fibonacci 3 3X 23 3X Lucas WA 
LASS BR AB fpsp. 

证 Gb p=l, ABR, pin n 为 偶 fpsp. ^ Jt Hat RK Lu- 
cas WH 1, 3, (E TR RE E 5.1. 9 知 pth, pees. 显然 aCp D 
m. 由 定理 4. 1. 13 的 推论 之 POT P' Ca, D — s— 2m. 于 是 由 定理 
4. 1. 2, P' Cp D — s— 2m, HEH RE HE 5. 1. 11, fF E 22,2022 C2. 
— 2)/2-— m— 1, 1E & n=l (nod p),[B lux. iL O1—p— 
LEDJA! 

设 p—f.d4 X , 户 |m HB fpsp. “f= 3. 5-5. f= 13, 
fu289.1 E58 5753. X. OZ. (nod 52141 4.1 (mod 5) 时 必用 
=] (mod 4).3X Ej 2 [n FR, 7. 0555. TRE EE A 01 (mod 13) 时 必 
有 n=1 BK 13 (mod 285," 97513. X p2289,mz211. 

车 xr 一 27; 则 存在 LAL (Or —2)/2=r—1, fl p= f. l= 
1. 但 Zu SL LUI p= LIED. 

X; m=2r+1, 0 RE 5.1.10, 存在 ?所 所, 使 p5 fpr 
土 1; 即 l 

p= fiat testi. 
Hy (2.2.67 0 fao fua CY, BEHB 
Fd f= aea 7f) [2 
由 此 Ful Fus WA aea Sum 
OM vV52«- 
furs Fer fusil fas 
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milli. r5 bE 
8/57 fff fox f= 19/8, 
于 是 3. 56: [14- (8/5)? fit p [14- (13/8 JAS. 65 产 ， 
而 BS —5f:T ACIES fi +4<2p- 1, 
Ed pl, 
phil RM ker X a.-—(Gf—fuusg— SY fp 
l. A ifi ip 1. xD pic. 此 也 于 盾 , Bee. 

ATL PS SR. RMT SIBI. 又 为 了 以 后 其 他 地 方 的 
应 用 ,对 这 些 引 理 我 们 雹 从 一 般 情形 叙述 和 证 明 , 而 不 象 L4.8] 中 
只 限于 Lucas 序列 . . 

引 理 5.1.2 i labi As0. ISEK, plóA.9 WO 
"pr L Jg p (p.92 =s. 车 对 固定 的 lacks 1 存在 Oris js 
—1,. {Ë vve 9 ,v;550 (mod p), M] i=}. 

证 由 (2.3.5) 及 (2. 2.13), 

YD Ungu; = CB), Eu, uu av 
—(—BYu, * A+ uj F0 (mod p), 
其 中 和 为 日 中 广 下 序列 py, C. RHE 2.33. 3 类 似 地 有 ;二 PP 
(pu) TT i<c<is, hue. LEB pros Jon; 20 (mod p). j—i 
2-0, Ul] 5j P' Gp aZ LP A ji 0 BE. 

[ 注 ][4. 8 tae SABE Z GRUT TAR ptas El 
而 其 证 明 方 法 是 错误 的 . 事实 上 在 模 序 列 (mod 5)}) ;2,1,3,4， 
2,1, HU sm 4. cH iH l j=, M Aen 2 4 — 90 
(mod 5), {A is€ j. 

如 果 将 引 理 5.1。2 的 已 知 条 件 之 一 改写 为 vou vmm; ihv; 
(mod p) plu Fl v, 时 形式 地 认为 此 式 也 成 立 ) 出 其 结论 的 意义 . 
EBE gesl 在 区 问 L0,s 一 1 变化 时 、 UL. omod sY 
PERR R. 

引 理 5.1.3 在 引 理 5.1.2 的 条 件 下 ,车 1Sc«Cs/2 i250, he 
<is/2, iM i 


Gui f 0 Coe. Vi) =E, Tb) Gnod p). (5. 1. 15) 
' 200 7. 


证 ”首先 ,om 和 vu 540 (nod PY UR EET) 
(mod p}, FE P Cp.u)(2i W 26—i—0 B EH 12:88 5 [20s 
—i— c) 这 显然 不 可 能 . X oum dv. =(— 8) dui. 三 (一 
b) '"'do;..Cmod pod ARF WZRAG. 1. 159760» a ATHE I] 
RAWY. 

引 理 5.1.4 在 引 理 5.1. 3 的 条 件 下 , 苦 还 有 5 一 1, 则 2]c 时 
vi Av (mod p) Zhe Hw és. 

证 2le SS o=, foe 1 (mod H). EET h <5. 
1. 15018 
Upel WEET. U, a 1 (mod p), 

冉 由 引 理 5.1.2 48 i—s—1:-- c, Bl s 2i-- c. f h ELLA sai 
2cz26Tc. 8056757 JR. 

21e AEA v2 = o W o/a V/—1 (mod p), V — 15K 
一 1 对 p E D RNR Be EE. 

引 理 5.1.5 在 引 理 5.1,2 的 条 件 下 ， 

1°. 2|s. St Oscists. 24 AW i s/2 Bf plo 

2°. # 21s, MUM Osis phy; 

证 ”我们 已 知 此 时 5s=P' Corn). B 2|s EI u, Sute = 0, M 
由 P'(p,u)Z E M ub uum Cmod p). RZ GE 0S plu. M 3 
—P'Cp,u)|2i, ^, 2i— s 或 25. 但 由 PCpyu) 之 意义 ,内 可 21 二 s, 故 
F 1°. 25 2 ls Bf E Osce s. plu. WI sI2: HEM sli iO SX ORE 
然 均 不 可 能 , 故 得 2°. 

引 理 5. 1.6 在 引 理 5.1.4 的 条 件 下 ， 

1-43 3421 - 1x:5/2, X. pha, WE vs i05 2E (mod p); 

2*. AF 2s 2iss/ 2. Wl vise — vi(mod p). 

证 只 证 D. 235 2i— 15/2, 0] 2 [s HE 3| ER 5. 1. 5, v5 0 
tv =a (mod p), 4 322i — 1755/2, BF vua tv (mod p). 
Bll vi n= (mod pp) ,这 与 引 理 5. 1. 4 P JE E SE. 

引 理 5.1.7 在 引 理 5.1. 4 的 条 件 下 ,至 多 存在 一 个 整数 i,2 
Sisya, E viz oi mod p). 
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证 BRE 2<i<ite<s/2, M vm evi X vi, mm 3 vi (mod 
p) È V mui So] SX — vi Qnod. p) WE d 33 5. 1. 4 AA ah. (8 
由 引 理 5. 1. 6 PEZ 21e EDFA E ol. = — vi BD vim vi f 
v= Fv (mod p), [FEAT S| FU , HE HS. | 

引 理 5.1.8 in DB ipep P HARB, pini pz 7. Pp.) 
=s. Xd n= +r (mod s), 0S r<s/2, M] r3£0,1. H5) E 2|s, Ml x 
5/2, . 

uE AEWA n=jitr, Lee CLIN mod p).c WEF. 
由 定理 5. 1. I0 及 定理 5. 1. 11 SHEARER. 2hs BI c-—1,.2|s 
时 A=, =l G=] God p). 21 =4, p7, 2.740. FH r= 
1, iif "E ah PAST x cem—]1,L2c,2H2—1, X5 L= 
(mod PIA IB + HK rl. Xi 2is 时 1,4250, "-r355/2. TER, 

Jib ”在 定理 条 件 下 ;二 土 tC(mod p). ` 

定理 5.1.13 Ep AARP O Ds MAGEE FD. 
委 r 扫 52 使 得 E=] (mod p).  Alecd (ros), FETE AR BRE 
fup ff fpsp HARM p 48 bi lged(r 0. M p AR BREE TB fpsp. 

WE Wn f psp, pins n js E, OL EsCs/2. 同样 可 得 no 
+1 (mod p). 由 定理 5. 1. 9,5253.  p=5, M n= 10m. Æ mod 6 
4 m=+1, USE 5.1.6 FE. 车 m-—0,4- 2, 00 57 E HE 5. 
1.5 FR. 若 073, 0 3 |n HTK. “pp 关 5, 因 而 pz 7 eae 
的 方法 是 由 定理 5. 1. 12 立即 得 证 ). 由 引 理 5. 1. 8,2550, 1. BL 2 
ass /2. .1 1: EHE] 5. 1. 7, &—r. ATT gcd (r,s) |n. FH Ala, 
这 与 定理 5.1. 5 FAR ple 3X 5 EL P Jj. 证 毕 . 

定理 5.1.14 HE eS Oe. D=s.n 为 偶合 数 ,p|n， 

1°. F s=3p.d, p HABLA {psp HAR M n E fp- 
sp; 

2°. 3121s, Wh] n 3E fpsp. 

证 T. 由 定理 3.4.7 SEEM 72, 1 (nod p). Rr 
— fid lil 5; lged(r.s) 由 定理 5. 1. 12 得 证 ， 

2^. Wb s= 3r,4 irs HH RE EE 3.4.7 2 3°. EHE RATE =l. 4! ged 
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rs) ,同上 得 证 ， 

{JE Carolina 大 学 Chapel Hill 分 校 的 David Banks HIR LE 
#8 ,借助 于 计算 机 的 帮助 , 求 出 了 可 能 整除 偶 fpsp did RAH — 
个 下 界 ., 这 就 是 

定理 5.1.15 i. on Wi fps: p Hat RM. pin. W p> 
3797117. H n> 263797117 * = 28836195023378. . 

Banks 的 方法 是 :1". 根 据 定 理 5. 1. 9 和 定理 5.1. 12, AS 
XE 713 HS1 (mod 4) 的 p. 27. 计算 P! Cp. Ds. 依 定 理 5. 1. 14， 
先 考察 Sts 的 情形 . 3°. 当 29 Xf 2x5 G— 1) /2 it $E ££ Gnod p), 
RR AE k=] (mod £03 gb EM 5. 1. 10. e 不 整除 任何 
1B fosp. 4°. 34 Z|s, XT 2z:2::(5— 22/2 TT I. AH (nod. pp) Zl RR E 
现 1591 (nod 5) 者 , 故 由 定理 5.1. 11, p 不 整除 任何 偶 fpsp. 5°. 
对 13«2p5:3797117.3 Ys 的 情形 完成 搜索 之 后 , 即 可 证 明 在 315 的 
情形 疡 也 不 整除 任何 偶 fpsp. 事实 上 ,3lr 时 ,由 定理 5.1. 14,8 p 
ERRETA fpsp, 必 须 12. 因此 5296 时 必 有 s 30d p HAR 
数 .又 由 定理 5.1. 14. pi 必须 整除 基 个 偶 fpsp, 且 由 定理 3. 4. 1. 5s 
扫 5/3 委 551)73. 故 庙 无穷 递 降 法 可 以 完成 证 明 . 结论 的 第 二 部 
分 则 可 由 定理 5. 1. 8 得 到 ， 


$5.2 一 般 二 阶 F 一 L RR | 


5.2.1 m—fpsp $0 M — sfpsp 

Bin Gn} Ga.) Gi € Z* AOP) L EPES. 7 1m 
Sha hse ZX RAG 2 aA 

v.on)szm Qnod n), (5.2. DD 
WU BR n 为 第 zm 类 Fibonacci AAR i fid iu DU m — psp. 可 见 1 一 fpsp 
即 上 节 的 奇 fpsp. AAT — 9] m—1. MAAR n BH m — fpsp, 
则 称 = 为 第 M. 3538 Fibonacci SFM» ACA M — sfpsp. 1986 年 ， 
Rotkiewicz* 0 证 明了 对 每 个 ,存在 无 限 多 个 m — fpsp. L5. 910 
证 明了 ` 
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定理 5.2.1 BASH n Jg 1—1psp. Wl A 4— fpsp. 
证 OO. SIAR 0= 1+ V 5)/2,(0— 4,507 
2), 人 (4,1) 之 二 值 特 征 根 为 t= 二 {2 十 V/ 5 ,2— 50. 可知 Tr 一 好 十 
12.8 
v, CA) — rr — 6 4-0" 
= CP 48) —388(P P=, OP 30,1). 
351 1—[fpsp. Mv.) =1 (mod n), FR v, (42 =1°+3K1=4 
(mod n) ,元 证 . 
推论 Ain A 3—sipsp, MAA 4— sfpsp. 
Sexe BERR TAT HE F: 
定理 5.2. 2. PTAR n A m—ipsp, WA EM IER r M= 
v.n) n J^ X M —fpsp. 
证 Om, DOM 1) Z — 4B GERA IL 870 cs lg 
r+r=v km) = + r= l= °F, 
故 可 取 一 站. HK(2. 3. 29), 
v. UM ) m cr" gn) 


= Cay ‘ (= 1)", Gn, 
i rdi -i 
E n Yom —ipsp. Wl) v, Gn) = =P +8 (mod m. X," 218, 
oy) == SUP wy ET ee Diet Be 


=a roi 


t 
~ fry D or [Ff 
= 5a CHS 


r— 


7 | (80) (8 了 BY 
i 


Hy (2. 3. 27248 
U M af +7 —n Gn) M (mod n}, 

Bl n M —ipsp. 

Hi E M=v Cmn), Ze ESI Od — 1) —sfpsp di M — 
sfpsp. 

ER HET PRR m — Ipsp 产生 类 数 较 高 的 M. 
一 fpsp 的 方法 . 

下 而 是 定理 5.1.3 的 推广 ,证 明 完 全 相仿 . 
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定理 5.2.3 iB ROn, DŽ EFIE AGE pog; BARE 
Amd) 2, [40]... T iata] E to X 


x Pi \ 
id nin) =lom Go — 1,2g) +275 ll] n— 1220 Cmod BD BY n Xj m— 


ipsp. 

推论 ”在 定理 的 条 件 下 ， 

1*. p= tilgt (mod 8), Wii n 3% 2 一 fpsp; 

2°. pp 二 1,3,4,g; 三 2,5,6 (mod 122, 0] n X 3—fpspi 

3°. 车 5,251.4,5,6,9,13,9,252,8 ,8,10,11,12.14 Hl] nS 
-— fpsp. 

同样 ,可 以 利用 定理 5.2. 3 构造 太一 sfpsp. than. ACS. 1.12) 
fp ANA p—100r2-71.q1 = 20£4-13,4: — 40:4- 27 为 素数 时 给 出 1 
--fpsp. 现 对 psg, 分 别 加 上 三 士 ] M= —3 (nod OHKE. Si 
ih gi==—3 Gnod 8), We 2 |e. TEC. 1. 122 BLE 2: 4E 6 7H 

n= (46t-+ 13) (800+ 27) (2002-71), (5. 2. 2) 

EPA q—80014-27253.5-200t2- 7122 — 1 (mod 8) , 则 当 psg, 
q: HARR n 73 2— sfpsp. 类 似 地 ,利用 


n= (520¢+93)(104024187) €2600: 4- 71) (5,2.3) 
和 a= (15080247 2373) (301608+ 4347) (754002+ 10871) 
(5. 2. 4) 


Hy 47 FFA 3—stpsp Al 5—sfpsp. 

1988 4E, Filipponi!" -y H T 10° 以 下 的 1 一 fpsp 的 表 . 其 中 
有 852 个 1 一 fpsp. 利用 计算 机 ,又 在 这 852 PRM PR YT 48 72 
—sipsp,4 个 4 一 sfpsp. 贤 沪 特殊 的 是 ,其 中 第 802 个 1 一 fpsp 是 一 
个 了 --sfpsp, 而 且 还 是 第 244 个 Carmichael 数 , 该 数量 

8731800I 一 17。71。，73。9931. 

Di Porto 4" *- xf 10" LI FRI Carmichael 数 进行 了 搜索 ,发 现 
其 中 Fibonacei 伪 素 数 的 类 数 最 高 者 为 10, 而 其 中 强 Fibonacci th 
索 数 的 类 数 最 高 者 为 7. 后 来 通过 基 党 找到 了 一 个 8 一 sfpsp, 现在 
用 定理 5.2.3 的 方法 可 以 找到 最 小 的 8 一 stpsp 是 一 个 29 位 的 
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Carmichael Xf 
34613972314979099337871392961. 

实际 上 ,这 个 数 还 是 一 个 11 一 sipsp. 

容易 看 出 ,对 n> 0,2.) iy RR n 必 为 奇 素 数 或 2 的 
ERR. 车 不 然 , 则 有 n-kp.p ERE X424 于 是 Eyles i 
E (4. 1. 43) 得 fal les X FÉ & EKK RZ n 为 奇 素 数 或 2 的 正 
ERRE ol, 之 素性 若 何 ? 下面 我 们 介绍 一 个 有 趣 前 结论 和 一 个 猜 
想 , 在 证 明 这 个 有 趣 的 结论 之 前 , 先 证 明 一 个 引 理 ,这 个 引 理 在 搜 
EFL 盆 素 数 的 算法 中 也 有 其 应 用 ， 

引 理 5.2.1 iP u.t 为 (a; 相 中 的 主 序 齐 及 其 和 相关 序列 ; 则 

1°. u5,44 7 v. Cau, d-v,2/2— (Bb) 


=u, CM, +av,)/2+(0—6)"; (5. 2. 5) 
27. tts 17 tn (At, — av 2/ 25— C— 6)" 

=, Ct au,2/2b-4- (—5)" 1 (6340); C5, 2. 6) 
3°. Umt =V, C Au, -av,.)/2 — aC(— by 

= Au (au, + v,2/2-2-a C7 by; - (5.2. 7) 
4°, Voy = ww CAM, — av D/2b—a(—5)*! 

= Au, Cv, —au, 2/ 2b--a( —5)" GEO. (5.2.8) 


证 KiE 1.2". HO2. 2. 59) 
H1 E ov, — (— DO" Seay, +O b», 
Hii THin — B) wu, ad 5)" 5. 

Hi C2, 2.9) 和 (2, 2. 11) 可 得 

Ung = laten v. /2, t4 a4 = (o, — au,) / 2b. 
Ver = (Auta Zs voi Ma) / 2b. 
以 上 面 的 式 子 分 别 代 入 umet un- AAF BOS PE. 

定理 5.2.4 设 p 为 大 于 3 的 率 数 或 2 HEERKE, Bi] n= 
六 适合 L-1mod n). 

WE Ad. Cmod 2)),0,1,1,0,1,1, 7-4], 24 HAE ajiz 时 2} 
LW p WAY S RM jasi 27:032. 1322, n— 18i 
(mod p), ."n-2&p--1. 1 (5. 2.7), 
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d.d; hap OU ap Tial 2 — € — 127 
=S hie fie 2/24- C71)", 
34 Zie Bb. HE CAL 1. 432 n= L, hips 234 21k Bb H C L den=] 
Fu BREDA 1051 (mod n). 
34 poe 时 ,由 (3, 2. 20) , Ip Ly (mod 2773). (BH 1p — IE — 
2,88 
y PE) Gy 2) 0 (mod 2°+1). 
由 -—321J&Lc-H—2(—1)'1, nod 2258 reel BF oN. “dy 
-T-12z0 (mod 2*1). A Ti] &— 4, —27^:£— 1, B. 2 1| Zee 19 2777 e— 
2. 由 fet 12 et) — 1» n] 8 
pot; Crrit 1) = pot; G;74-15 T 1, 
而 pot; (54-1)—2, 
` pot, Urt T) 2r4-1.8& 2. tH (5. 2. 8548 
b= ale fel) /2—-(-1¥",” 
n-lyg|hün.4. Ll (mod n). 
上 述 定 理 说 明 , 或 者 有 无 数 个 形 如 =i, 的 素数 ,或 者 有 无 数 
个 形 如 n—1, f] Fibonacci 雹 案 数 亦 即 1— fpsp. Di Proto "7 Hox 
上 述 形式 的 2 一 六 :在 55. 2. DPR oe —2 的 情形 进行 了 大 量 数据 
ihe. RAG RMP ARM a= i, 使 (5. 2.1) 成 立 . 这 使 他 们 作 
出 如 下 猜想 : 
没有 一 个 合 数 疡 是 2 一 fpsp, 或 等 价 卫 ,为 索 数 当 且 仅 当 (5. 
2. DXT m=? 成 立 . 
351 GAS TUBE Sz ABZ RT — PRSE AERE KEI Lucas 
RR HBA AN TA. 
8.2.2 psp 
fpsp 和 m—fpsp 都 是 以 53. 2. 13) 为 依据 定义 的 ,下 而 依 (3. 2. 
1802E A — PR ML. 12 wo SP RA Oz Ca b) CAE0) HJ F F 


列 与 广 L FU MA n gcd i542 —1, i8 «| ij D) 


A —€n) E 
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taa E0 (mod 72), €5. .2. 9) 
WWE = 为 以 a.b 为 参数 的 Lucas ORR, fli ipspCXa b>. RIE 
称 Fibonacci (5 3E WA Lucas HWA F—L BAER. 
ob, He 3.2.9 REE: FAS AAP n WHR 
ged (sb 5 1 BEER E 89 


Uno FS 2(—B) 9 9"? (mod n), (5. 2. 10) 
u, =e} (mod n), (5.2, 11) 
v, =u =a (mod on). » (5.2.1225 


当 n AA SRN EMSA ARS EY ged 1.22520 = 
1 ES ARETE A 238 £0. 2. 99-~ Cs. 2. 12? 中 任何 两 个 时 必 适 合 其 
余 两 个 . 这 点 在 素性 检验 中 有 用. 
对 伪 吉 数 的 条 件 要 求 越 严格 ,其 存在 就 越 稀少 ,下 面 再 介绍 几 
Fh Re 
HOW n HBS goedlan —1(G7—1),H 
a | 4) (mod 7), (5.2, 13) 


AR n ALL a 为 底 的 Euler BRS. in y epspla). 

PAY BIRD god(asD—1(IT7-1).n-—l-d-2',214.H 

^ ml REA osr<ts, af *==—1 (mod n), (5.2.14) 
SU n ALA a ARR SR RM. MICA spsp Gn. 

3&4] ^ (5. 2.99.24 ab 为 参数 的 Euler Lucas 愧 素数 , 简 记 为 


elpsp(a.5) ESS FAIRE MA SR nigedOn 520 1H 


| ru =] 时 205,55: 0(mod n), 


n 


(5. 2. 15) 
| =| 一 一 1 时 van = (mod m. 
TP n BAW a.b 为 参数 的 强 Lucas (HRA, HICH sipsp 
(ash) WME acd a, A) — 1,8 G0 —d - 252s 
zg 尘 9 ;或 对 某 个 Ole. Uu. s 050 (mod n). (5. 2.16) 
. elpsp(a 0) AR E 3. 4. 2 2H EMH s sipsp (1 0 Wi] 4 (€ 
定理 3.4.22 Y'RE XLI. 
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E Ek CS. 2. 15» B] HE HH C5. 2. 9), sv elpspCa, 52 4^ 2H Jpsp (a, 
5) , 即 前 者 条 件 更 强 . 又 我 们 有 

引 理 5.2.2 36 n Jy slpspCa Z2 ,DU goedGi,52 — 1. 

证 ORB nb ARR RAF A WW a2 atii bun an, +, 
(mod p), 由 此 a =a" (mod. p). 由 (5, 2. 160, u,;3 a^ SO 或 
ua. Seat?" 30 (mod p). 3E 810 G8 d— D MOK AT BE BE pl 
a; Kit pla R5 ged(n, Z0 — 1 P FR MERE. 

SEAR CS. 2. 16) WHE C5. 2. 90 ROE LXR SIRE isIpspCG 40048 
DA IpspCa, 55. {E elpsp(a 5) 5 sipspCa £27 ARARE EA 
较 详细 地 讨论 方 可 得 出 . 

定理 5.2.5 dp n slpsp(a.e). Wi n £g elpsp (a ,5). 

证 add + 2214. FF veas 0, AA Hp =O 或 
va. r =0 (mod 和 出 发 ;反复 运用 a. = tint FA pm Cmod 
2). 因此 

CI deeaca2=OCrmod nm) ,或 CT 94,250 Cmod n). 

SER | 之 信 与 ( 1)，(CI) 之 关系 , 设 no pop OTEK 
WARP pot 为 素数 ,不 妨 设 S l IE ake 
Cue gcd 1,50 —1, 7.5 ME — AF m XE a PRL a(n TEAE. 
op An HERA. p n HE G.2.16),aC(po]d EE d 27. 
m tB XE — dU ap bd + 2. WEN uer =o =O 
(mod p>. HAR AT RE. A 2^ aCe. A=0 5€ z—- 1. AW nM 
因子 ,4 取 间 一 值 . 由 定理 3.3. 11 Ma pO /el pew p ZUR, 
^od 2*5 | aCp). BOM ASA. 于 县 对 每 个 了 有 op, = 2'd, Fel p,) 24 
d, Sik ZO 为 适合 太一 4 之 了 的 个 数 , 刚 ( 空 积 为 1) 

n= FT. Qe» TE seco 
=a] [0-2 eG» 
zx eG0[14- 2-U CB) (mod 2*715, 
SEpEHpAVU [dG =n—etn) 2h BI 2^ | ota). 
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FAC LOIRE US aC p) 1800/2, 7 227 49 GO RRM 21i 
同 理 《1 ) 成 立时 对 应 于 2h. 

AOFM 7S WT 2A, ap E Cp) /2, Re Ua 2==0 (mod 
P). 由 定理 S C2 之 推论 知 此 时 | 77 一 一 1 同 理 产 :时 | S| = 
1 ,于 是 

(ndz 

由 此 就 证 明了 定理 . 

定理 5.2.6 Bn elpsp(a,6). | =$) ——1HH ó(2)—2 
(mod 4), W n 为 slpsp(G 53. 

HE 若 | x = —1, n J elpsps "Van 二 0 (mod n), Bn 
X slpsp. # 82) — 2. (mod 4),0 G0 /2— d .Z td. 不 论 a =O Rv, 
=0 (mod MAPA 适合 slpsp MHA TER. 

我 们 进一步 讨论 ipsp 5j elpsp 之 闻 的 关系 . 

定理 5.2.7 i£ gedin 2020 —1,. u, 25602 (mo Mm, Hn A 
Ipsp(a.6). 25 n ME epspC —52 hil n FE elpsp(a.h). 

证 在 人 2. 2. 640 R BJ (n T-£G20/2 om, Ul (i — 6002/2 Rn 
得 


tia (by m vo aca yt an 
"ou = 1,018 (mod n), 7. C 5) Mg zm E(n) (— 5b) "9? 
(nod a2. ES EZ AJ u, 6G). (mod n) 818 


Uto /2U ae vay amm en) (1 — (— 5) 795 (mod am. 
X. E. a 29 epsp(—b), 7. (a P^ [= (mod s ,因而 


| =| —1Hj uimane =A (med à, C1) 


n 
| rd — —1 BE unmet =? * €) (mod n). CIT) 


n 
HEX n 73 lpsp{a,d), 
e Han 77160072 " Vat 70 (mod n). (E 
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x [ 55] — 1 时 ,我 们 要 证 sem (mod n). 反 设 不 然 , 则 由 
CIOCE ) ,有 n ZAAT Pleatenatl Vecayz- -而 plo. 故 可 由 p 


一 ar 十 和 如。 道 推 得 十]mm 一 2, 此 和 与 212 T fé. 


ax[— 二 一 1 Bb, di C EOAI god Gr ux — 1, HCE), 


7 
Uray = (mod s). HER. 
5.2.3 存在 性 与 分 布 
1964 4E,E. Lehmer ^ 2 证 明了 
定理 5.2.8 TÉ HEFL BF mA Ps 使 得 n= 六 ,适合 Sem = 0 
(mod n») .[X ii FETE FC SFIS T ipsp (1 ,1). 
证 考察 
fmod 5):0,1,1.2,3,0,3,3,1,4,0,4,4,3,2,0,2,2,4。 
1,0,1,°°° 
和 £.€mod 5):2,1,3,4,2,1,3,4,2,1,3,4,-- 
WK KM pel (mod LON. fF, L= L1 (mod 5). FE 


| 

(z(a emm) n {iA 
从 而 8G.) =n—1= fol, m s) -1—120 (mod p), X H Uf. 
(mod 2)} Fil U, (mod 22 50.5753 BE Zu AT 2 [50 2A 
CO. dX Ful A us Hl San=0 Gaod n). 72 BAAR, An 为 lpsp 
1.1). XW 10k +1 之 素数 个 数 无 限 , 故 得 所 证 . 

1970 年 ;Parberry'** 证 明了 

定理 5.2.9 存在 无 究 儿 个 elpsp(1,1). 

此 定理 可 作为 定理 5. 2.7 之 推论 ,证 明 如 下 :在 定理 5.2.8 证 
BA ETE RB E 3b E XE CF Cod 4)) 和 人 (mod 4)} ,可知 p=1 
(mod 6) 时 f,==/,=1 (mod 4), Ii n= f2,=1 (mod 4). 因此 ,到 
素数 p=) (mod 3000 n= f. BE psp. D, BA n=4tp+1. 由 
(2. 2. 59943 


Fa Fuge = lope tne t1 | 3] (mod n). 
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X Cop mos og Rs EAS. 2.7 之 全 部 条 件 . 
UR a AN elpsptl. 2o. PD fig 3041 之 素数 个 数 无 限 . 故 定理 
ru. 
在 考察 lpsp 的 分 布 时 ,我 们 要 借助 如 下 引 理 , 它 首 先 出 现 于 
5. 15]. 
5/38 5.2. 3. iE N (pone po odd lh RM et 组 成 的 
xx BE XE ES tue MAT ulogz/leglogz ;存在 正常 数 c， 
" 
Nb eti pair) expi—c u logu). (5. 2. 17) 
1980 年 .Baillie 和 Wagstaff“ 1 fg Hi T ZR EE x A Lucas DE 
数 的 个 数 的 一 个 上 界 和 强 Lucas 盆 素 数 的 个 数 的 一 个 下 界 ,这 就 
是 下 面 的 两 个 定理 . 
定理 5.2.10 LA CoR THI x 的 lpsp Ga, 00853 P Xr WUE 
在 正常 数 c, 使 得 对 充分 大 的 > 有 
2 Cr) x expC— c(logzloglog.r) 2'^*. (5.2. 18) 
证 ”将令 < 的 lpsp(a.5) 分 为 两 类 ;第 一 类 包含 这 样 一 些 Ipsp 
nn 对 二 5 的 每 个 素 因 子 p 均 有 aCpsu) 二 a(p) expGS GO) SG) 
= Clogzloglog.2* Hi 48 a Bul 28 — 25. 第 一 类 人 素数 显然 均 由 
uy "i GOOD CI 
AB AR. Ae bye ARARE TER ELS S I E IE BE 
mu TOR ELE ELK RITE CERT PV asc (C — P / Ca — 
Fae S Fl i XX DEP ELT CI ERE cto. 为 常数 . 国 此 , 适 
vri d PE s FBS TA RR CE 充分 大 时 } 
EORUM, un D << exp(2S(x)). 


= i; ] 


I 


Is 上 xS fh HE (e X O| FE 5. 2. 3. WA u = logr/logk = c; Clogz/ 
logoga! 7. Hi C5. 2. DOES jpsp 83] x expC— e; 
Spy 


ier CO Sipe EE ERI P me aC p) exp ( 
Sireh, "n pod iun.n)—] Bt H ] Ham Te Pp i Us — eln; * 4 aCp) [n— eln). X 


seins 


pin Ramp. nee ple p)—1). Ee b&b Me HID ai po 
POPS) EI 则 第 二 类 tpsp MH 


E2320 Bx <tr expt SOE b <1 r expt 


eS G2, 
这 是 因为 对 应 于 每 个 p, 第 二 类 Ipsp ， 的 个 数 小 于 dkp talp = 


IDAZ palp) X 24 = loglogz — c, + O plogar) Zi. 


EXE » 
上 ,定理 得 证 . 
此 定理 说 明 了 ipsp 的 分 布 非 党 "1 
nit 对 固定 的 asb, 一 切 IpspCa sb) A RDR 
定理 5. 2.11 设 对 Os bygdu fh) Lad. bol. 
(AEE, RUPEE TERM celad), Bid iE x BY slpsp (a £216 
PM Ge 充分 大 时 》 , mE 
R Gc + loge. (5. 2. i92 
证 UL b BRE, EBRA FFE FPEM MH D. bx] 
(mod 4) 时 令 21,24 f 22 或 3 时 令 3 2. 在 定理 的 条 件 下 ， 
Rotkiewicz'* 1 证 明了 GE ZR AREE m — A! : 则 am SIE 
TT RAL p,q 不 整除 mri te F n= poy FIE n 为 :slpsp; 
首先 可 知 pwg Æ u PARR, IC ap) eG ES MET 


m. pm «| ril (mod mo. HE pa=| Š lod mn) TREE 
m 8G —2— £60. 其 次 又 有 uQ 250 (mod n). WA poc SA, 设 Olu) 


P 
—4 -« 2*, pjd. Wi p 1 BF mld, HIE u= miód n). 05 3 一 2 时 


2| d, H nap: #0 mod 1) BE n 得 van 50. gilt XC 
ví4z0Gnod n). WAR. m | 

由 上 知 * 对 应 手 每 个 b= +1G=3, fates Là 19/29 8 1 
到 至 少 两 个 不 超过 un ff) slpsp. CR md i- 52/2. 显然 fre ^ 
EC k= ha b> s HUP uu <a" 对 一 切 m5 B. X uxihü- 
故 有 RRB? oe hk — 5) /2. 选择 Ah DE RC Pc oec > ATA RE 
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者 
此 定理 于 1986 年 为 P. Kiss 1738 J 38] f2z (a,5) 非 退化 且 ged 

(a,b) —1 的 情形 . 1988 4E, P. Erdos "fm 2 Bg TF E uicit £l 
T exp(CGogz22, c 为 绝对 常数 . 1991 ££, D. M. Gordon 种 C. 
PomeranceP 794p 9 (25 ph ER CHEAT ELO) UU. HB Lia = 
exp Clogzlogloglog x /loglagx) 

我 们 指出 ,仿照 psp. elpsp,slpsp 等 的 定义 方法 ;也 可 利用 
Lehmer J£ Us 3.4 P Og ONU T 这 里 就 不 介绍 了 
5.2.4 ”在 素性 检验 中 的 应 用 

一 个 奇数 ma 如 果 适 合 定义 某 种 的 素数 的 等 式 , 比 如 (5. 2. 95. 
那么 , 当 ” 为 合 数 时 就 是 擅 素 数 EN. REKE ARARAT. 
我 们 称 为 与 伪 素 数 相应 类 型 的 可 能 的 素数 . 比如 ,x 适合 (5, 2. 
9) 时 称 可 能 的 Lucas 素数 ,适合 (5, 2. 14) 时 称 强 可 能 的 素数 等 等 . 
R. Baille 和 S. S. Wagstafft^ 介绍 了 一 种 用 的 素数 检验 大 坷 数 nm 
DE E £p PEDI 

l*. Zi a ARTA EH A Ci 1000 以 内 ) 的 素数 所 整除 ， 
Rn WAR; 

2°. 35 n 不 是 以 2 为 底 的 强 可 能 的 素数 , 则 = 为 合 数 ; 

3°, 按 下 面 的 方法 AM BRAS ab: 

方法 A. 在 序列 5, 一 7,9, 一 11,13,… 中 选择 最 先 出 现 的 适合 


[2] e 1883 A 4 a=b (4 一 /4 
WB. 设 4 为 序列 5,9,13,17,21,… 中 适合 | 全] = 一 1 的 


第 一 个 数 , 令 a 为 > VAR ER b= CA— 1/4; 
4". 车 不 是 以 ab 为 参数 的 强 可 能 的 Lucas 素数 , 则 为 合 
数 . 否则 ,= 几乎 必 为 素数 ， 
说 明 .《 1) 取 | 分 | 一 一 1 而 不 取 | 全 | 一 1, 是 为 了 加 免 出 现 4 
为 平方 数 的 情况 . CLARE 4 中 把 一 3 排 踪 在 序列 之 外 ,是 为 了 各 
e 3 (a,b) — 0. DTE uw 为 周期 序列 . CR xum ed —0, 
T 


则 说 明 ”为 合 数 ,检验 终止 . (NW ) 若 检验 若干 个 4 后 ,始终 有 
(S ADURRE n 是否 平方 数 


上 述 方 法 , 比 以 往 单纯 用 不 同 订 的 可 能 的 素数 检验 法 ( 即 用 
(5. 1. 2} 检 验 ) 要 有 效 得 多 ,因为 ,一 则 不 同 底 的 可 能 的 素数 检验 法 
之 间 可 能 不 荐 相互 独立 的 ,二 出 出 现 * 最 坏 的 ” 合 数 Carmichael 数 
时 , 它 可 以 通过 以 一 切 数 为 底 的 可 能 的 素数 检验 . 实际 数据 计算 表 “ 
明 ,50 不 小 Carmichael 数 在 可 能 的 Lucas 素数 检验 下 均 未 通过 ， 
25% 10 以 下 21853 个 pp (D ELERE TER NT. 

[5. 14j 中 还 介绍 了 上 述 程序 的 改进 , 特别 ,配合 其 他 同 余 式 的 
检验 ,将 更 有 效 , 这 些 同 余 式 是 :(5.2.10) 和 


《一 下: E d (med n) (nob HH), (5. 2. 20) 


A. Uy HBO Here a (=) (mod 525) 
- | l 
@ Hb GRE T =—1). (5.2.21) 


一 同 余 式 当 4 为 奇 素数 时 成 立 的 理由 是 :由 | O18 
4,4,,750 (Gnod a}. X. Ed wi.,— 4€ —0Y ^! — Aul, 550 (mod 和) 得 


Day E2(— D) P" (mod w> i4 CB. 2. 16) 1% — 26 (mod 
区 推出 ept- 54i 0a4».BBC—05»)7 PPE 4A mod 
DAME RBS PILLS 


安 践 证 明 , 用 上 述 方法 检验 25 «10 DIF AA HE Le HUE 
全 正确 . [5. 14] 中 最 后 还 证 明了 为 找到 | S |< 之 A, MRR 
Brin" JPM TRA ERT. 

在 检验 过 程 中 ,需要 计算 a 或 ww 时 可 采用 如 下 和 步骤， 

1°. 展开 m 为 二 进 数 , 设 ze 一 us2 rk = [logis 

2*. M. uci "u, SA E A * 计算 Cte, st) {i= I, .. E) ,其 中 tp = 
1 ,而 
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Bt Be 6270, 
e cn 
FEE (2.2. 56), (2. 2. 572€5. 2. 5) 和 (5. 2. 7) 进 行 计算 , 
TE tw 一 awwm- 1 十 bum-: 依 次 计算 ,需要 m — 2 KAR, TLE 
只 需 Llogso] 次 送 代 , 故 天 天 提高 了 效率 . 
素性 检验 方法 在 公开 密 钥 系统 中 起 着 重要 的 作用 中 ”1 这 
” 方 而 的 研究 方兴未艾 . 


$5.3 Perrin A CR Hof 


5.8.1 Perrin GRA 
io ARIE 3.4.3 中 考察 过 的 Perrin 序列 , 即 有 


1 
Un 


(5. 3. 12 
Ue Ast, =H Oe, = 2. 
对 上 述 序列 ,我 们 称 六 元 组 
Uoa—peU-R.U nt Un 1 | m) (5. 3. 2) 


为 # 对 模 m OS. 4 ma Wi Ss n tate. 最 先 ,Perrin 曾 提 
HETS 2H niig vv 20 (mod x). Adams 和 Shanks 为 了 
如 强 间 题 的 条 件 , 提 出 了 数组 (5. 3. 23 及 信号 的 概念 品位 在 此 基 
础 上 ,他 们 定居 了 一 种 分 布 更 为 稀少 的 的 素数 ,用 在 素性 迷 验 中 也 
BEA AAC. 当然 研究 起 来 也 更 为 困难 ， 

相应 于 定理 3. 4.10 我 们 有 

定理 5.3.1 Bp ARR, Ia —x!—x—1.Z,— ZI», 

1". 若 x) 在 ZsLzj 中 完全 分 裂 , 则 pp 有 信号 


1,—1,3.3,0.2; (5.3. 22 
2E TODE Zz) PRA i pof m 
4A.—1.B. B,0,C, (5.3. 32 
其 中 BEZ,, 
B}— B—1=0 (med p), (5. 3. 4) 
A=B ?+2B (mod p}, (5.3. 5) 
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C= B'--2B (nod p); (5.3.6) 
3.3) foe lelbh pT M p AS 


0,—1.D ,D.,0,—1. (5.3.7) 
其 中 D,D EZ, 
D'+D=-—3 (mod p), (D —DY = —23— AGnod p). 
(5.3. 8) 


LEZHE S 5 RIA SHS .Q ESA T ES HEM p 
为 5 素数 ,QQ 素数 和 了 素数 . 
证 设 w,8B,7 为 f(z) 之 根 , 则 和 由 万 达 定 理 ,.a 十 8 二 7 二 0,a8 十 
a¥+ B¥=—1,487%=1. TM wHe+ Pty. Heo 3. 4. 10: 
1*. 此 时 有 eY EZ, ER. 
2°, 此 时 不 妨 设 e € Z,, Ill see, ^Y Y^ Gnod p). 记 a= 
B,llj P+yY=—B. BY B^! (mod p). e 
v, EL AYB 14+ Ay !-l1—(Og-Yygr 
=1+8(B -25 =B —1=B (mod p), 
v,- Bi H2 EE tE (mod p), 
v-p- =B Ic BB Uy ‘=B '+2B (mod p), 
其 余 显 然 . 
3°. hit Ra oh =P, PRY. Ea (mod p), W 
D—v, ,2Ba HIR aY ! — Y Y LB, 
D =v p =p atr pte YS y ot e, 
D +D Sr (B+ -Ya(Q 24-2) d- aBCa- B) 
= — 3ag* = —3 (mod £5, 
D'D S3+e+ PY Ha HHY 
=3-v tu- =8 (meod p). 


Aa CD’ —DY=—23 (mod p}. 
X B-P = (8-474 = t-A =a (ai — 4)=a aay, 
K A — (a— BY (8—YY may 


= @ p y (a—3)(8—8307—3)—5 — f(3)2 — 23. 
HARR. iE. 
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注意 . pta m, DD (mod p) (A465. 3. 外 中 六 与 DD 的 地 
位 是 对 称 的 ,因此 ,适合 45. 3.8) 的 两 数 中 征 何 一 个 均 可 能 作为 D. 
结合 上 述 定 理 关 于 素数 的 信号 以 及 定理 .3.4.10 中 确定 的 一 
次 特征 ,Adams 和 Shanks" pL JE 3E Arog] A T FIRE 


Xit n 为 奇 合 数 ,23qw, 若 ”具有 名 (093 UE 529 一 一 


1, 或 a 分别 具 有 5 信号 和 了 信号 且 具 有 二 次 特征 ( 523] 一 1, 则 
称 ong Q Perrin B5 R38 LEX AE Py rg S Perrin AMH I Perrin f5 
FR. 易 知 三 类 Perrin RAEE PHA. MEAD RES 
数 , 但 符合 上 述 定义 中 关于 信号 和 二 次 特征 的 条 件 , 分 别称 上 
有 可 接受 的 已 信 身 ,5 信和 号 和 了 六 号 .注意 ,关于 + 的 三 种 信号,; 定 
JE 5. 3. 1 HERA mod p FBAH mod n. 

Adams 和 Shanks f33& T — &h3E BLUT HT E — Wr F 一 L 数 的 “加 
Tz uz IMEE 

vj, =a?" + Bem 
= (a tft) 2a et ra) 
=v} — 20. (5. 3. 9) 

HITA 4X. 实际 搜索 表明 ,Perrin tH ML. BPE 89 C9 XC 
Be X. 比如 在 25 - 10* 以 内 的 2163 个 Carmichael 数 中 , 仅 有 
c = 7045248121 = 821 * 1231 ， 6971 和 c= 7279379941— 211 - 
3571 - 9661 两 个 为 Perrin 的 素数 ,它们 均 具 有 3 信号. 他 们 提出 
了 这 种 擅 素 数 ( 或 具有 下 接受 信和 的 数 ) 非 常 稀少 的 理 中 :1?. o 
Cash Gli Sis dE 0 中 广 工 序列 的 周期 mod 户 为 偶数 , 且 整 除 线性 
HF p—1 BE 2¢p+1).18 Perrin 序列 的 局 期 mod p 可 为 奇数 其 至 
素数 ,上 且 对 点 576 的 @ 素 数 和 了 素数 ,周期 以 二 次 式 声 一 1 和 jg 
户 十 1 为 界 , 而 上 S 素数 的 密度 仪 为 1/6， 2. 单纯 一 个 条 件 SH 
=0 (mod nm) 就 不 易 满足 ,更 何况 有 一 组 信号 6 个 条 件 及 二 次 特征 
的 条 件 ? 3. 退 一 步 说 , 设 索 数 pln; 那 么 由 简化 的 条 件 v0 
(mod PME MAKE HK. 

是 否 有 无 限 多 个 Perrin 父 束 数 ,这 是 个 么 开 问 题 . Adams 各 
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Shanks 根据 数据 搜索 结果 ,未 曾 发 现 @ AS Perrin HRH. AM 
他 们 猜测 不 存在 Q 和 S Perrin HRM. 如 果 这 个 猜测 被 证 实 的 
话 , 我 们 将 对 5/6 的 素数 具有 一 个 Odom h RERE. 故 研 究 
这 个 猜想 的 意义 非常 重大 . 

定理 5.3.2 Hw, XX Perrin FAM e AW, 

1. 4 p AT Ron BIS plo A 


n=p 或 p'Cmod po. (5. 3. 10) 
n Bp Bn FOS pln, I 
n=p (mod pwp). (5.8. 11) 


证 只 证 1°, 设 和 为 ? 的 第 n 列 ,A 为 其 联结 矩阵 , BELA 

uid (mod »), AWG 4 I {443 (mod p). UE 

pnt = Cui Vas Cen £5 (D,0,1,  EECD' ,0, 1) (nod p QE 
grs D 的 对 称 性 》. 
由 于 pdt TS. Ai 

VV 或 Vo, .G(nod p}. 
PRILABELMCAEA A" ++ ae Ant rt ian 

Vati- p= Va 或 Varin ++p =V a (mod p» 
re w,in—p 或 ent £1. 
X HC. 4. 67) Àj pt1=— p' (mod a), diiit — "m 
Bil EE 3. 4. 10 Mo, 5j e SG IBID pln, EUG m 
po, |n— £^. Bl fg Sri. 

定理 5.3.3 设 P XXE. BHX Y BB ola. T nh sin 
导 , 则 当 卢 分 别 为 5, 电 或 了 素数 时 ,相应 地 有 

n=p pp (mod po)» (5.3.12) 
BLZ. SES np (mod po, W o WS BR FF no e! (mod po) Wi p 
AS BQ RG: n p imod pe WE pA S KI RM. 

证 nE SHR, Va Cena Cr Ven) =H (35052) -V, 
(mod £), HERI e, [n—1. 4 e 4r 39 S. QUIETE 4B PORE 
c» | £-1. p! — 1, pF p+], BPS PPAR P EHI olan p a 
博 况 下 推出 [G—D—CQG-—1DCG!-5--D-—a2a—g.Xx vow, Bp: 
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HR. HLS. 3. 12) 成 立 . 

RA. HE nep nod pa. wla l, s | p— 1, AM Ve 
== (o, aU May) =E Co. 0-0, = (3,0, 2Y , [n] E OAV, a Ici, 
—1,.3Y,.7. p S XL 

4 om p (mod po,). R[ TE 8 oe, | £^ —1. REGGE p RAT RA 
Bn. Bik b X I BRM oip + p+]. BERE el p— 1-2 (o— 
1 (好 十 为 二 1) 一 丰产 一 1) .于 是 户 又 为 3 素 救 ,这 不 可 能 . 

hin. n= p (mod pwop). THEE o, | pf H- pt. A ATE p 
RA a um. 

- 推论 车 无 平方 因子 且 鸭 5 索 数 之 积 , 则 nn 有 5 信和 号, 当 县 
仅 当 对 一 切 素 数 pln n/ p=] (mod ep). 

证 n» S (ep pe Ss RAS p Ë n=plmod peo, 
ton/p==1¢med e2). ` 

定理 5.3.4 i PHARM. p H. 

dn Que. p RRA IX. 

2. 3E n BLISS. p TRA QR. 

证 只 证 1*. 反 设 户 为 1 素数 , 则 由 定理 5.3.1,f(x) 模 p 不 
Wy. (ha EQ fü iO. 3. 443 BEZ,f£CB)=0 (mod i. 77 
pln... $CBY=0 (mod p) 此 用 矛盾 -证 毕 . 

Arno ^? it 3 de Fe 75 BE GE BA S 素数 永 能 整除 任何 了 素数 ,但 
他 觉得 证 明 这 点 很 困难 ,甚至 此 结论 不 一 定 成 立 . 他 根据 上 而 的 一 
些 定理 编排 了 一 个 算法 ,这 个 算法 较 [5. 22] 中 的 算法 更 复杂 但 更 
有 效 . 他 利用 这 个 算法 的 程序 在 CRAY2 be *1 T £3 30 “DAY. 
FRE LAARA RH QA T Perrin WRR 这 对 “不 存在 信和 了 
Perrin 伪 素 数 ” 这 一 猜想 的 成 立 似 乎 增加 了 一 点 信心 . 

. 上 述 美 于 Perrin 伪 崇 数 的 概念 及 结果 ,容易 推广 到 Dz ta,5， 
1) 中 去 ;我 们 就 不 作 介 绍 了 . 
5.3.2 ”以 守 数 的 进一步 发 展 

某 种 伪 素 数 越 少 ,那么 通 这 了 相关 素性 检验 的 数 为 素数 的 可 

能 性 就 越 六 .为 了 便 伪 未 数 稀 玻 化 ,一 种 办 法 是 增强 条 件 , 因 此 出 
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BL T PP a Oe RA aR EH ZEE PE PL DI SCIL. 另 一 种 办 法 是 向 高 阶 
发 展 . 从 上 节 可 以 着 到 .Perrin 的 素数 较 二 阶 的 擅 囊 数 更 稀少 了 . 
可 以 设想 ,在 相似 的 定义 下 , 随 着 阶 数 的 增加 , 鬼 素 数 的 和 章程 度 
也 增加 , Gurak ^ 于 1990 年 把 的 素数 的 概念 从 三 阶 情形 推广 到 了 
一 般 的 高 阶 博 形 . 他 考虑 的 是 Dz Cay Le PES AN fC 
系数 不 可 约 的 情形 .对 其 中 的 广 二 序列 P 和 广 下 序列 #4 分别 定义 
T DX OEC MAPA UE SC T RR). 他 也 引入 了 信和 号 
的 概念 ,在 信号 的 基础 上 再 定义 的 素数 . 关于 信号 ,他 是 利用 Ga- 
lois 群 来 定 交 的 . 关于 高 阶 伪 素 数 的 性 质 与 分 布 也 得 册 了 若干 初 
PAR So PRAT eae 伪 素 数 的 方 
pO 20521 DRE HU T MEG EP. 这 些 我 们 不 能 一 一 介绍 下 ， 
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第 六 章 值 分 布 和 对 模 的 剩余 分 布 


F—L E FKEA Fa] TG RR DPA oe) AE D 27 
其 中 有 些 问 题 难 度 也 较 大 , AEB RUE Bei i 
值 分 布 BRE VAY SETH, FL FES ES A PRT 
一 至 分布, 我 们 的 重点 识 在 二 阶 F 一 L 序 到 ,特别 美 于 上 其 中 对 六 六? 
剩余 分 布 和 ~- 致 分 布 进行 闻 较 阐 锯 地 计 弦 :我 们 还 封 入 了 广 -一 
至 分布 的 概念 ， im [Eb ERG T terit B 


EN 
? ie 


tos ET EI E 


6:1. l- HUS z i 

U TEREE A Go) BPG mn, iË Bi, m. m 该 序列 
2438 ( G9. f LEE REA EE PL 序列 的 情形 . 对 于 OL Ca 02 EE 
672: 2k 1. EXBág ME mn np ARE BEF ost nc 1. 0] EH men 
m0 的 情形 . 1983 年 ,De Bouvere Larel #1 Kathrop Regina!“ A 
FFE BET Q, LR SE Fe). 1987 E. kil RB flet 7 
T Oa. DAFF A ERR (E. 他 证 明了 

定理 人 .1.1 Bw la, D (7 OD PE HE vo D dC p E 
一 序列 , 则 和 yy TESE EVE REOR wow, AG TA At: 

1*. 存在 trd, {E Wd an. Cre d tuas 

2". 存在 td wond t hae cu —dd hu. 
EF bE RIES TIR: 

Ci dla Bl A =LA mr/2; 

CIE 21a ll A,—2.51—75 

= 225+ 


(Baz? BE. hmh =l; 

3°, 存在 n, d t£ 0270, 2 ho BE vos d * guste =d * gue 
HF gE, DEA FR US: 

CI 221a Hj go-:, 7 4,51» 17715 —ta-11 

CAI She RB] go & late gi Sí 7 i. 

KB u-2/G—07)0 77), 690, RE 3 BARRA: 
4°, FE n dti 0 2, 使 weed * Eje d * Eu: 
HP PCO DARA TAS. 

CI 321a 时 kou bi) Lm tug 7 1533 

C Y )Z fa 时 k, 6 Gu uaa sky =E, Gea 7 my) 

XT. 0€ fh;C-a,1)(220) ,他 采用 转化 为 26a DFAE 
WA: AALA RH T Ae. 当 a0 BT HET me 
D; (0,1) FF wu mw, WHERE BS. l 

我 们 准备 采用 不 同 于 [6. 2A. MS a AAE, 
从 而 简化 证 明 过 程 .对 于 问题 的 结论 ,我 们 将 得 到 更 加 简洁 的 形 
式 ,同时 ,我 们 的 结论 将 推广 到 5951 的 情形 . . | 

Xf T €.5€40:(,D ,着 其 通 项 遂 合 wa = har RK t9 Ab S 
位 等 价 , 当 270 (XL (COD BERE 19 为 6 的 在 (或 右 ) 移 序列 ; 若 其 通 
项 适合 h.—d-wC€Z,.dse0) WR wc b fríos ri os 
合 姑 二 dwrq 考 0); 则 称 外 和 日 等 价 .此 定义 适 干 高 阶 序列 及 非 
整数 序列 . 显然 有 有 

引 理 6.1.1 bE OH RHES EOS tt FAA 
FA). X 6E 8] 5b 的 单 值 性 它 的 移 位 等 价 序 列 相同 ， 

WF b € (o D E b JERE, WEE re, ALA. 令 二 
ro UW -一 ra TE UU, = hae = h, = A = Wo A SESER Ah, efl 
题 , 转 化 为 寻求 内 一 mm GI 00 Re. 又 由 位 似 等 价 性 ,我 们 可 以 
假定 us ws ER- 

引 理 6.1.2 设 nasb 分 别 为 中 (as5) 中 主 序列 及 其 相关 序列， 
bu . 

1°.6=1 时 
+ 226 * 


HO, i | Zin, 
ia 一】 一 


nar (6.1. DD 
2°.6=—1 k} 

Use 1 - 1 nUn (6.1. 2) 

而 tan 2 F 15S Gu tty) C1 7 u, 12. (6.1. 3) 


证 1.81 (2. 2. 60042. 2. 67 8. 
un-icleuidui i — (6 — 1) Gh auti 7 usi. 
34 21n 时 .上 式 右 边 化 为 
2ul-—au.u. CDs — aul i) uu. 
34 2)n 时 则 化 为 
ET -1 F 2i y = thy 2 Cas d- Du Lus Lu. 
2°. 利用 同样 的 公式 ,注意 5 一 一 1 得 
tae yf a ca + GO — aay) uu. 1， 
Upn-id-l mua. l 
—u, a (2u,— Gtr) -H (a2 — auae a > 
= Cu, dua) 77 (a 10 u, 32 = Cus + uu 
Gu. 1— n. 22. 
引 理 6.1.3 u,v oH az Ca D ta 关中) 中 主 序列 及 其 相 
XH Fw € 0 H ws 与 iu, 互 案 , 则 存在 23-0 使 Uta = Wo i Ft 
条 件 是 


1*.21& BY 
C E225 2|a, Bk Za {H k=l (mod 6) 时 
Wy = Eta te = F Ou 1-1), 
此 时 toy = E Gn uas 


(6. 1. 4) 
CU? 2ja H &—3 (nod 6) 时 
We = c us/2 yw, = F Gs —1)72, 
此 时 wa E Gs du 0/25 (6. 1. 5) 


2°. 2| & If UE k= 2m, V] 
C1)2|m,2la 时 


wo E Um’ 2 rwn = Fum 1/2» ERT Urn = F Un 2; (6. 1. 62 
22217 * 


C 322|m 21a 时 


wA hen te = Fua p ERI w= Tues (6. 1. 7) 
CH 2n AS l 

ty = Ena Wy F ua a ERE cou hae. (6.1. 8 
证 HR u= w, 用 主 序列 表示 得 

Wie Wot, | = Wo. CI) 


E wy = DES tery 与 ml ER LU uen EO, s — 0. A— CR O, 
Ca DOE IR SET ER a. uu Co" — P) /Ca- BY. HE u, -- 0. Bj 
HRE a= -A H 2|k fet wet 8-0. S ELAUT Ri. 2. wy FO, 
TR wo [res AX REME HE ws lan. BH ae dwo ALA CI E 
uci md edw. 
tw, — du d st = C1 uid. m CE 
" tes o; HRA | | AD s 与 1 一 ww ;的 最 大 公约 数 . 
LZ. H wow GA UAHA BCL Ama w= w. 因此 
TET TFI RGR d. 当 2E PA uum dar Fl re p= Ado, fX 
AC. 2.67 7 并 整理 得 
Cus — awe, uid 2 (Qu; — aur d= 2. 
nod I 1 2. AR (mod 22)4m 
2la iP, H 296 18 2 es IE BE d= T1: 
21e At, 4 Bf) RAS (mod DORE 2la-B a1 1, ER ad 
一 士 2, 而 =l (med MAT d=- El. 
4 d= 1 时 有 we erent ott, = Ft — Dat ha) = 
E Gti, — tintti- 1 tee) = dk Gn toa) 这 里 用 和 到 了 (2. 2.483. 这 
就 证 明了 (6.1. D. 24 d= +2 Br IR] BEAR C6, 1. 5). 
3E Ram Hj oy Suave, X810. 1.10 ff 4, 1; l us. 1 一 1 一 
tim, C24 2 omo gk tmU £m. 2| m 时 
ged(u 24-1771) =e? god (vs tu 1) ite? Bcd wy yu) =u, * 
gace, ad= 2u, H 210 3E nu, CH Shad. t Il P] f tes AR w RG 
2.52952 ULAR (6. 1. 60 C6. 1. 75. 
Shon WY .gedGa-u.- L} Se * BEA Cates t. 1 Ete OE BP ER 
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证 得 (6. 1. 8). HEHE. 

由 上 上 述 引 理 立 即 得 到 

定理 6.1.2 RPA GCI. D Ca 基 0) 为 单 值 的 充 要 条 
IEE b 不 等 价 于 (6.1. 4 一 (6. 18? 所 表示 的 序列 w. 

引 理 6.1.4 u, 分 别 为 OQzla, 一 1)(la| 实 人 2) 中 主 序列 及 
其 相 疾 序列 ,tw € 2 H w 5 uh EX ,由 在 在 2540 [B = wo 的 
充 要 条 件 是 

1°. £— 253 — 1 于 

wu, — us i wem mucius. 
此 时 Wna = E Cin- et Ue ma i (6.1.9) 

2*. k—2m,2 |a 时 

w= EUn! 2 wy = dou i2, 此 时 Wa = xv -./2s (6.1.10) 

3°, E 2:n , 2ta 时 

Wott uu wm bee) /25 IERE w =E Un. m (5. 1. 11? 
证 b= — 1 时 su 一 to 可 化 为 
TUUS — Voli 1 = Wo. 
fal FE RT RE Æ |o 122 的 条 件 下 50, ERIT wo je Sad > we 得 
w= ta dsw = Gu $1) /d, 
Hidla iy 与 t-i tl 的 最 大 公约 数 . 

U k= Don | EF u, = tgm Sn = te te) Ci — 
uso. X. BEC. 1. 32, i15 1-1 uua H l 5 Ce, T tima) Cina 
tm ade 
4 g =u. te H Allg} Cee, 一 tt) 上 且 由 递归 关系 可 得 

gediens g« a? —ged(gi go) =l, 
0 gedGnau H D (tim F tin-1) " gtd (ga Bm) Stim T uus. 由 
此 可 证 得 C6, 1. 90. 

当下 一 2 由 .1 DHR ee bate PAP 
(338 6.1.3 可 证 

定理 6.1.3 FER TH b € las Ode Z2) Dg HR AH 
SE b 53€6.1. 907 (6.1, 1 所 表示 的 序列 w 不 等 价 . 

- £23 ~. 


4 a=0, £1 H Ra, — DAER HE AER. ADH Pe 
何 序 列 均 是 周期 的 ,当然 非 单 值 的 . 

MF > SAR RAMA ey SaaS 
31 ,因为 它 受 下 标 非 负 的 限制 . 

引 理 6.1.5 Wu ENa Dbl >D PEA, 0 
ELAR nOD HF SHE HE mI 1 god (mb) — 1, 48 Pn WD |è 
Bi. 

ri) = maxim: Pon.) |k), (6. 1.42) 
否则 令 r0 -—1.0] c(E2-—gedGn.6u .1— 19. 

WE d gcd (ey bu, a 1) =d. 4 d721 B]. PRA ged(d = 
L, H 2250, bu, jl Gnod d), detay, — aT 54, =] (mod d), HJ 
Mi PX )|k. "d Sek). ER Zo dB (6.1. 3209] =O 及 bus_ jy 圭 1 
(mod r (G2). tH d ZEX MA cla) |d. "eG —d. 4 d—1 8j £l 
论 显然 . l 

5]38 6.1.6 E mrku DSA ERR. CHE 
Rou 为 其 中 主 序列 ,w 为 其 中 任 一 序列 ,适合 ged Coro) = 1, W 
TEE RDO HH w= w 的 充 要 条 件 是 B 

we = Enf TR), w = + — bu fread, 20 1.13) 

此 时 were 十 人 一 (一 的 村， r , (6. 1. 142 
FP roO X in 5| 98 6. 1. 5. 

TE 由 zw; 二 wo 可 得 zt 十 poor om £s wo 0, Ku —0, 


e 


可 推出 AO 时 两 特征 «838 G) —1,a—0 nt a(S] =o, 
前 者 与 已 知 矛 盾 , 后 者 不 可 能 . w0. 由 此 得 to le BE md - 
wo 得 wy usid yw = ( — Inu i /d Hd | «I5 bus —1 的 
BRAGAS AW d — IO. FH 6.1.13). 利用 由 一 zz 十 
bout, IC. 2. 48) RTGR C6. 1, 14). 

定理 6.1.4 1E D; Ca DO CIo6 | D B ARERR E (E 
fou 为 其 中 主 序列 ,b AR PAIS SAU b 为 单 值 的 充 要 
SR VEA CO. 1. 14? 所 表示 的 序列 徊 BEP 3E b. BACHE PP OIE b. 
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HY 62029 FY. 

如 果 在 引 理 6. 1. 6 的 条 件 中 允许 OO, 的 两 特征 根 之 比 是 非 1 
AT £C DER GEB ea = 0. H e= w 可 得 ww 二 0 或 bw 171. 
前 者 六 由 ged Gus 20,2 1 得 ww 一 1, 因 而 此 时 和 w SEJÉ E JE) uw, H 
是 非 单 值 的 , 后 者 说 明 u 为 周期 的 ,于 是 w 亦 然 , 国 而 非 单 值 的 . 
6.1.2 二 阶 序列 的 零点 分 布 与 任意 值 分 布 

Be FL 序列 Gu. RUM $t cs [o] EE n E iw. c? 
车 要 在 , 求 出 所 有 这 样 的 .方程 wc 的 解数 文 称 c XE 1 中 的 重 
数 , 适合 u =0 WY 5 XR we AR. 这 个 问题 比 单 值 性 问题 更 为 
困难 ,因为 单 值 性 问题 实质 是 已 知 c 为 序列 中 某 一 项 ,了 癌 c mt 
能 出 现在 该 序列 的 其 他 项 , 而 这 里 的 问题 首先 要 解决 存在 性 问题 ， 
还 要 求 出 全 部 解 . 从 本 质 上 来 说 ,Fermat 大 定理 是 某 个 labe) 
中 主 相 关 序 列 e 的 零点 的 存在 性 问题 . 事实 上 LE Gne yo rd AA 
程 rty x" = One Im SEA AES Tos yorto 是 Q 
Casb,c) EJ ER . UE BE AS PI e 适合 ww 一 0. 由 此 可 见 , 方 
f£ wc 的 解 的 问题 其 难度 非 同 一 般 . 

对 于 二 阶 序 列 , 零 点 分 布 问题 基 一 个 较为 容易 的 问题 . 我 们 先 
证 明 

引 理 6. 1. 7 ia AA BER, HI cosgx 之 有 再 数值 只 可 能 为 
0.1,—1,1, — RTS AT 


q= ean 2k--1. Rey 282- 2 REZ. 

WE 4 a=cosyr+ isingr, Hl cosgz Y EMT, AGO = ae 

a) Gr — ü) = 2" — Qxcosqr+ | 为 有 理 系 数 多 项 式 . 于 是 存在 cE2Z 使 

" f(x) 为 整 系数 多 项 式 . UE qms re Z r2 0 ged (7,9) — 1, Bl 

e+ fixo | z* — 13, c1. ATT 2cosqm 为 整数 . 由 此 即 可 得 到 引 理 

的 结果 ， 

9|386.1.8 Welw AA MARR wd * h, (dz 

0) M4 A245 m E b AFAN mtr ow 的 零点 .特别 ,位 似 等 
价 序列 的 零点 完全 相同 . 
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定理 6.1.5 Bu Ata DD OAD IP ETE, u SERA 
TRADE. 

1°.4 一 0 MAES n 2E (0.1, 2386 b=41 k= 0,41, 
5 FED: 

2*. a— c b, b — bi 时 有 零点 m= 38(8—0,1, 7; 

3*.a— 25 24, b= — 201 BUR AE AR mo 4£(E—0,1, 7-24 

da= +36, b= — 301 REBATE A m= 620,172; 

5°. H ft itd AME FE m = 0. 

证 Ru ZOBRAEJROU af. 4 AMOR a= (eo RO a m, 
ASO Ku =nle/2)° uv 6. RSE un —0,m>0 的 情形 . 

A>d H]Co/g)"—1. H a/ BRS 1 的 实数 , 故 必 am — p 
H 331m 时 上 式 才 能 成 立 , Laer B-—0.m—2k. 

AO BI. 75350, 4750.8 moO BY tin E0. 

A«O0 t.a, B AES EAR Hh ef = — b> 048 1ol1— 181 — 
fb, & am VM heti repen), M] B= V — be? ^. aca B= 
2 v 一 5cosg. 55 — Jr ii h eA — 1 Ri ap 为 虚 单 位 祖 , 设 它 为 r 
BUR , 则 m=rk, ey = (Ce 1, FPE 9— C rer god 
(Gs,ri—1). H a! = — Aicos e= — 2b (1 + cos2sx/r Jl cos2sn/r 为 有 
BEL UES 6.1. 7 SFA: 


cos?sz/r—0,2s/r—- 4 > zi afr xi ; +Š. 


2 

此 时 r=4, m= Ak, Boao 2 v ebt V 2 2, b= bas 
9013 

cos2sx/r — 1, 此 时 得 5 —0,. P EC 1 

cos2sm/rz — 1.18 s/r =d 1/2, I] 72.20: 25.2750: 

coss fr 48 s/r— 41/6 或 土 5/6. 此 时 7 一 6 一 6ksa 一 2 
vot Eo i t Bly; 

cos2sm/r- — 1/2, ja] PEAS on 3A. b — 5 a= ub. 

wR eer been GA a Se EE, 
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定理 6.1.6 Bu Ala DOED EFI. 为 其 中 非 零 
FALB EL 25 w AAA eid (—b)'u, s cC re 0.d0- fr! 
Au. 与 bu :的 最 大 公 药 数 ) 时 徊 FES A w 有 一 零点 为 
r Au RE ER om Bf Yo ABR mtr. 

证 ”由 ter, unus d bos, FP esos 07 AS com toes i = O RT 
te, Siwan- CRH Se Eie 

ER UE wan 3*0. 由 位 似 等 价 性 .只 需 考虑 wow A AATE 
#7 ri 一 0 基本 十 页 相生 0. 由 此 zen usos IE sm ntes 得 rw 一 
mAT Wwa = e bual n ea ta = C Dury Ma baa /r= (— 
bya, ,/vr. ASEH. 

1:7. 3E gcd (a 12 =1 00M ged Gus bu 1) 二 1, 于 是 党 理 中 的 的 
z= 二]. 必定 理 中 的 关系 显然 辣 改 写 为 wa ieu 

关于 二 阶 序列 的 任意 值 分 布 , 我 们 只 考虑 OL Cau ooi Ee 
Bil wu. AO I ou, c 可 用 特征 根 表示 为 "一 所 一 VAcs 可 化 为 


a A Ac an— (—5)7—0, (6. 1. 15) 
M a= ( Acc V Ad ACT B)" )/2, (6. 1. 16) 
一 般 . 当 cH 0,641 ERY RA ORY. APERAS 
^r 43€ APE 


a Ac =4(—h)” 
TUR Gr m nO), 下 看 我 们 研究 方程 如一 c 的 解数 , 记 为 
Re). 
8]38 6.1.9 a2» 0, A220 MR ty 277 0 A aco. 


E afta) A] 


1 EI ' 3 
-bly jema >a 


2; +1 
5) 6.1.10 id ia DZ EFIA u (a,b) = UG HD ) T 
REH) nee 
wad 1 ao) -GL LF? 


ik TWA nta bA uia dh 7 O ASI 


8— (lat v A)/2:(a— AD), 
t= ((—a— 4 A)/2, 7a V A)/2), 
WX r= 二 一 于 是 . 
T= LYE = (1 Ce (0 - bu, 162,002 
= (1) a Ca, Bet (— 1Ybu_ 1 (2,0), 
由 此 依 引 理 2. 1. 1 即 得 所 证 ， 
定理 6.1.7 Bu X9 £a (a 60 (600 PER, 
1°. a= 0 时 
CUM 521,80 R(D 90, R= KAW RGO—0; 
CL b=—1, H] R(=, REDS HRB RGO—0; 
CË [6| 1,08] RO=, RO 10,1, 72, HS 
R=; 
2°. aX0,6=1 Ub RGG, 220€ 2»), KRM Re) —0 3X i; 
3°, 8550, 5271, IX dal ze 15 1-1, 5; — 1,3 jal m |b) Z4 60 
Wf RG)—03 1: 
4°, 34 02 la | m [5133 ,5«0, CR FRE RG 3550; 
( D2a2 3, RCO) -— oo, RC9(—27)) = 2€(j 50,1, 2, REG 
27))-—1(571,3,6,j—0,.1,-): 
(I29a— —8, R(00 — 9o, Re, C7 27) ) = l= 1, 73.6, —9, 
9,j—0,1,2: l 
(E ja=2, R(= R(2(—4)) 42, RIAS G=, 
=); 
CN a= —2,R(0) oo, Rle€--4))) = c= 1, —25257=0)1 
n) 
CY 9a 1,RCO) — co, RID — 99, 
(VW ja= —1,R(G —o5,75:-0, 41; 
5*. a Eb, 6 — —bi, b 222 时 相应 地 有 RCO) — o9 RGUCE 
biY)-—-1-1,2,0 71,0 th. j=0.1) ;其 余 的 RO=; 
6°. a= 2-25, b — 25 bt 时 相应 地 有 RO 一 co RGC— 
451) ) s 1, Gom 1,425, 267, j 0,1, 0 ,其 余 的 ROO; 
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7T. a= t3b 6-——3b.5222 WF RCO) oo, RG (一 
2701 ) =1 (= 1, + 80.6015 951.901, j= 0.1, 0, HII RCO) 
=0; 

8. lal-6—&,5— —b, b 2, hM 1 时 


CI ME Agh v 6,0 RGO—0 3€ 1; 


COLO E6,—-2 Vo B. a.b RE RAE o- T.I ROSAH 
除了 明显 的 有 限 多 个 例外 情况 之 外 有 RORO O3. 

证 1. 此 时 由 0,1.0:50, 人 2 WAR. 

2*.azlHBfb.V AD, 由 引 理 6.1. 9,3290 BF uO, FFE uus 
Tu. MH uum 61)" 7s, Al lusu ee RE; 

as 1 ll] a — —a 1. &[9|8E 6.1. 10.2,(a,1) — C— 1077 
u. Ca! st) 利用 已 证 结果 得 证 ， 

3*. 43250,0271 Bf FL IE nz 0. B] 2 得 证 

lal=|61+1,6<—-1 Bf. ib b— h M AS Gs, -2-1)! — 46,2 
0. E a> 0, M 7-0 BP iu O CE uim OH un bus a BD usus 
— u Z4 Gr, — tte) B 16 77 ue VHS a, X b= 1 时 
可 得 zi 1 由 此 得 证 ,sa<0 时 可 仿 2* 证 之 ; 

labs |b) 224,620 WY. ERLE b= 一 下 ,得 A—b 400. Ba 
270, Wf 57-0 Bb 7-0, ERF ae Du. — bee GH 

taei ua = Cb, — 2) (Qu — 2u. 1) +, — 4), 
ZG 7-22 00, — 24-1)» 

B] uL > 2uy 可 归纳 地 证 得 uy >> Zuni. KK a7 0 BE BLE. a0 时 仿 前 . 

4°. RIER € I .此 时 特征 委 a, 8 一 (3 士 / 3 0/2, a/B— (1 
4430/23 6 VB BLUR iu —0, Xu = —27, SUB à — 27, 
a+ — (—27)'« ,由 此 可 得 wg, (C727). MARRS uus 为 
0,1,3-6,9,9, B (E ErUE. CHE. 上 述 之 6 与 一 27 类 似 于 约束 周期 与 
RTZEA.) 

5^-- 7 Hp 4 证 之 . 
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8*. C LOUER |e] 2:2 NAE ‘Aco. 4 41-0, ll 570 Wh uu 0. 
此 时 usum Du, — bius FEO 
Ha- ta (D ka ua a uuu? 
FE a Dg EGER GE V/A /27- 0. 而且 B5, -&— a0. 以 下 
fj sup RE. 
CE 2B —254R. ROSA 属 Kubota! t’) , Fp — 25 E fii. Beu 
kersi? , FETE B) Be A B. 
Beukers 的 结果 在 一 定 意义 上 来 说 ,可 能 是 最 好 的 结果 . 
对 最 后 一 种 情形 ,我 们 还 可 另外 作 些 探讨 . 
定理 6.1.8 在 定理 6.1.7 之 8(E) 的 条 件 下 
p. HEART c fE RC} 1; 
2". FF ua S Ung GED) BITE I inm A Eg t 
3°. FF a, = nus p R00 , MAJE n É una (Co X a 之 相关 
READ; 
4° 1% c2 Li ged (b,c) — 1 OR gedGa b) = 10,5 — min (n lu, = 
cH HU cme BE ln; 
5°. BF ged lad) = d > liu, uu 2EVm n. WE mtn. 
证 1°. ER A«0.|e/Bi —1.(B3E SRL LESE IT wc ARIE 4b 
的 . 出 此 知 存 在 nos? A>r BT u, A E R A AT RE fa] > 
ry sta = CARER RCo) SU, BERUF. 
2°. RUA IED semis Eu, tenes ER C2. 3. IDA 
OF Me sra — Hac. CO PY un tty CIS mn) 
或 一 CC 一 Da nt mmm. 
Up =O BE uu 0 XXI RE 6.1.5 A. 故 证 . 
3°. RRR MH C2. 3. 13) 48 
O = the gle HN Ue. Rn) 
SEC-- B) uuu, nt mem, 
4S0 uQ— 0 BÀ vn- 5 0L BOR I RE 6. 1. 5 PS. aS m n 时 不 
可 能 :而 mtn ATH uu 5770, DARET JR. 故 证 ， 
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4. WEIN m 29 ck w 中 之 出 现 秩 , 由 此 可 证 . 
. 5*. 此 时 对 任何 i252. dus A n=m 1), B BC. 5. 
15), 
Lt ft Set uud -0 {mod d), 

此 不 可 能 . WERE. 

推论 ”在 定理 条 件 下 ， 

J^. £f uut mi ny EL] mmn. 不 可 成 等 差 数列 ， 

2*. ged (a,b) 22 1 WY EEE myEnuL—u,—c.dclz-1. WIFE 
XXX plc HER ple. 

证 Dn RA n=m rg Aen tog AHS 2" 得 证 . 

2^. 此 为 定理 之 AURI 5" 的 结果 . 

顺便 指出 ,1984 年 ,Beukers 和 Tijdeman 证 明了 ,对 有 理 数 域 
Q LAB F—L 序列 有 ROGO 28,2748 REF l3 — Er 
F--L PY R(c)xzl00maxt100,4)0.d — [F;QÀ. 但 对 于 任意 复 
二 阶 序列 是 和 否 存 在 ROEY ER JT BE. 
6.1.3. 一 般 序列 的 值 分 布 

前 而 已 经 说 过 ,这 类 问题 难度 相当 大 . 一 些 问 题 乱 要 用 到 一 
adic 分 析 ,对 数 的 线性 型 ,代数 数 的 Diophantine Mig TA. 1935 
E. , Mahlerí* 32} p—adic 方法 证 明了 ,任何 一 个 王 -一 工序 列 的 零 
点 的 集合 是 举 线性 的 , 即 为 一 个 有 限 集 和 有 限 煞 个 等 莽 数 集 之 并 ， 
ZR BB BT 3828 DU bitdan) Us U (md ;其 中 思 为 自然 数 的 有 
FR SR obe ,6syd 为 自然 数 . [BH — ECRIRE WE Da bd > 
的 有 效 算法 . 直到 1985 年 Vereshchagin'* 4 HERR T ,对 于 代 数 数 
i L8) F—L FERS tl Oa. ,ap) 如 困 没 有 两 个 不 同 的 特征 根 
之 出 为 单位 根 , 且 3, 则 对 其 中 任 一 序列 m ,可 找到 一 个 常数 c， 
使 得 w.=00 nc FHKE REAR HARSH BAD. 还 
证 明了 Ass3 时 在 在 一 个 有 效 算 法 来 找 出 cD, bota b d>. 又 证 
HET H aotea 属于 代数 数 域 的 一 个 子 环 ( 特 别 局 整数 环 } 肝 ,对 
于 《<s4. 存 在 一 个 有 效 算 法 可 以 找 出 w CN, + ax) 的 全 部 零 
Ak. 1986 年 , Vereshchagin 进一步 给 出 了 零点 个 数 的 一 个 有 效 
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EX. 1991 Æ, Mignotte 和 Tzanakis’* oH -F E 38 4803 Epy F—L 
序列 证 明了 有 关 定 理 ,并 运用 于 求解 某 些 特殊 条 件 下 的 方程 w= 
c. 我 们 介绍 如 下 , 其 中 有 关 p—adic 数 的 知识 可 参看 f2. 40] 或 [6. 
49. 
ij O(a, oa, SERERE Q LE AS FL 序列 室 间 ,4 天 
0. 4 X4 — 5E RC p 12K p—adic 赋值 适合 如 下 条 件 : 
IA] ,—1. [ail SY fi laii, 11. ROP m w TSE 
如 , 设 其 初始 值 的 p 一 adic REGE G wil, S1. 70, k]. EO 
的 特征 根 为 Zar AA 
w, = Sy Sate lel Ss Sis Kli = 1 
16 FE IE BEY s tE 
zd (mod pl dE Z= Lett ks 
取 一 p- Lik p-adic 单位 根 a, 使 之 适合 amd (mod p), We 
zt =all tap) (a p—adic 整数 ). 
n ar taal lA pict. i=1, sk (6. 1.18) 
于 是 对 mm,jEZ， 
Wai = ary E c Apia? 
=d Du DX 
其 中 by, = DY Xx. 6.1.20) 
注意 ,对 一 切 了 arr H 5€ Q. E Bee pS. 又 和 一 zoom Hb H C6. 
1. 18) 我 们 可 得 
Waj Ra to, dr (mod p). (5. 1. 215 
在 实际 中 ,常常 测 现 这 样 的 情况 ,对 于 给 定 的 有 理 数 c, 已 知 
方程 w =e 的 解 集 的 一 个 子 集 je EUER 就 是 解 集 . 这 可 以 根据 
下 而 的 定理 . 在 上 还 条 件 下 有 
定理 6.1.9 Gi dE a a Rp WR p? SETS 
一 数值 上 Mi c=0 2X SEO (mod p), P XE s üg— r6 4E, 
POu pis ET. 
1°. WEE mE p Fi uw; 
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j . 
7 bef’, (8.1.19 


2°. 车 对 于 基 个 rE (0.1, 4 — 11H wed’ (mod p), Jl a € 
us 

3. 对 每 个 m € pris dw. (mod e). 
WW w, =e HEM n € p. 

AME i nmm (nod mE P. & n2 jsd- m, Wi Bi Co. 1. 21) 
有 cow, zd. (mod p). 存在 rE (0,7 .£—1] ,使 4 二 1 (mod 
po ATT w= cd" (mod p). 这 样 ,由 REIG m € u BI ws mc. cmm 
d'e (mod p). #7 cs50, Wl] d'=} mod p? ATL a1 A eu aw 
0, 38 c=0, 当 然 有 um, 一 art 一 0. 将 此 结 蝎 代入 (6.1. 19) 得 


BOT esr = 0 
车 j 了 0, 则 上 式 两 边 除 以 a’ jp 得 
bm + Sof) pf ob /r= 0, 
Sp A EU) ree Ales). pb. 另 一 方面 ,由 
(6. 1. 194A ' 
Wao, = a>). e 
Rp a PE Wnt dm. 
由 此 推出 wi 三 aw (mod p’) X di d 之 选择 方法 可 得 4a 寺 9 
(mod p), FE wae mdw.(mod p). 这 与 3*2£ fg dio j= 二 0, en 
=m E p, ve. 
在 具体 计算 中 ,s 常 可 利用 模 p 约束 周期 求 得 . 一 般 选 择 p dx 
BK EZENN. Esl- 
PAL. w= 0 wi mm dew 0 Wata = Wate — Un d we R E 
w,=O,n0€ Z. eo 
fit XX p—103. Hu Dg OC— 1, — 1, D FEE E S TEE Ga. 
(mod 1035) 得 
7:,0,0,1.,—1,0,2, —3.,1,4,—8,5,7,— 20.,18.,9,— 47, 
9650, — 103=0,159==56--- 
BYR s 一 17,4d 一 56. 计算 {rw} 得 
"239 * 


,0,1,0.—1,2, —1,—2,5,—4, —3.12, 13, —2.17, 
— 28,9.36.-- 73,46. *- 

取 u—i(0,2), P—10.7.16) 2. 因 对 Oxnsz16 适合 w E "4 
(mod 103) 34 (X am 0, 2. Msg BE Zr AE AURA. Mp uem — 735 
P hw = 63, EES RE 3" 也 满足 . 由 此 ,好 4w 之 零点 集 ， 

£42. ARL PH v GR RE w= — 2,54€ Z. 

解 ”由 上 例 计算 结果 ,了 栈 -—103,:17.90 d= 56.:£—3. p= 
(6.122 P= (0s. 16) Dg. VAL OSn S16, A wm — 2 * 56 
(mod 103267 0,1, 22 3€ 00 n 6.12. X. [E IB wu Gus wis 
Sw (mod 103), 故 定理 条 从 全部 满足 . 由 此 知 产 即 所 求解 集 ， 

例 3. RAL 1, 1 中 主 序列 的 零点 集 . 

fe 由 例 1 计 算 结 果 可 取 e—105.1.4.17). AA tr — 0, RA 
可 取 5-103. BR »:—0 时 定理 的 条 件 3* 不 满足 . 经 计算 可 取 p= 
163,5—54,P— (0,7 ,53) De. Hc (cab EH er. AE uu REA 
集 . 

ea. SRL PS w RAR w,=—2 2 EZ. 

解 ELA p= (2,4). ME p= 108.517. d—56.:—3,1H 
GR P-i(—2.—1,.14) De 其 他 佑 前 . 结果 为 所 求解 集 , 

利用 上 述 定 理 还 可 求解 形 如 wm te rO nf ri 
二 元 方程 . 

人 (2, 一 4,4) 中 的 主 序列 15.) 称 为 Berstel 序列 ,对 于 它 的 值 分 
布 已 有 一 些 结果 . 1975 年 Mignotte™ V 4E BH T EAE 6 TIG ,这 
是 唯一 已 知 的 具有 6 个 零点 的 非 退 化 的 三 阶 序列 .1986 年 ,他 又 
FE RAT ba tb, Gn nE Zemin te 21 Peon nd 运用 定 
XE 5. 1. 9. (E fll Tzanakis E KIT 6.7 02^ + 3* Gy» CZAR 
44 ^ f Gy ye EY 


86.2 两 个 序列 的 值 之 间 的 关系 


6.2.1 两 个 二 阶 序列 的 公共 值 
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我 们 考察 任意 数 域 上 的 非 青 异 空间 Q€a.60 ,因而 一 般 情况 下 
其 中 序列 的 下 标 可 为 任意 整数 . 下面 是 我 们 的 一 个 结果 . 

定理 6.2.1 FND ERR- n 为 其 中 主 序列 ww bE 
FE mor eg (Bowe h tng = hrs A uS 35 0 » M RHE fay ne Cw, = 
|) me 

证 由 (2. 3.5) 有 

Ü = uu uvis m Wn g = Ug (Wan ity oui ). 
"Uus D. fe Waihi — ou ioa = 0. BF Wwa A550 MY usi m Isa 
We =A, 2-0, W Hi] xou, m we ag Dus -s Arg S Rau oA lu, LA 
已 知 条 件 世 可 得 wu Au. 于 是 由 递归 关系 即 证 . 

EPEE PRIER wre Pes Wang Shere Gey E DUE 
杂 了 .为 简化 讨论 ,我 们 考察 它 休 移 位 后 的 情况 . 1991 ££. Kimber- 
ling'* 在 严格 的 限制 下 征明 了 

定理 6.2.2 iF ayo7-0.m. b ERa, PO P REB IB ow =a. A 
wih >0. WERT PS E US Pes BS TEXE — m0 EB EEE 
0354 w.-h. . 

证 am AEB PE 720 owe HA, 的 最 小 正 数 . 若 wa- 
=f LB ARE we eh i Le ZEAE m m1. HE 
由 严格 递增 性 得 7 二 1. OE eS. 

BF yh, He OPE. A woe 从 下 标 为 1 
的 项 开始 均 为 正 . 由 (2. 3. 50 ,对 任何 go), 

Tm Cn 一 下 天生 im 下 -一 Km 有 
= iy Cte th, Welt OO 
. Usa À s. CI 
X TUS m B SL ALL. wy i A 
` Waria EUW do Pep a ahis Hoh hy es 
于 是 we. A ciue CA, oe 运用 递归 关系 可 证 得 对 任何 970, 
ig ug A, r+g—te (I > 
B CIO.C€ELODUHEfI n>m, w, 都 不 是 b 中 的 项 . ton ode EE TT 
理 可 证 . 
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对 于 高 阶 序列 ,Kimberling 作出 如 下 和 猜测 ; 设 auta 0,1, 

b € (Ca, an) 严格 递增 ,zw 一 ho rw, S527 0, RU TEE GE EIC BL BR 

T *.5 HG FSA Bs THEE b PHM RS PRS 
905. 

Ua HAPS.) (22. — A) A BEIER os ARE 

有 通 项 公式 uum ne !.dE— wc AMAR wmm uu v > 

iUe, = wna” ! — ws (n— Lie. TS] FÉ b € £2 BE. Rhin! — Ain 

— De. Kimberling Xt FX RAT AR ASAE T BET. 

假设 ty Shy = A550. w= 2h, = y. WR A APE ACER ERE 

一 般 性 ,可 假设 4 一 1),z,7 看 作 未 知 , 那 么 原则 上 w Alb FS 

外 两 组 公共 值 确定 , 即 假设 存在 不 同 的 整数 对 (Cm,,m) = 1,2. 8 

二 如 ,， 则 得 关于 c. y 的 线性 方程 组 
mua Iix—aa y= Gn — 1) Aa — (n7 Lada’, 

i=1,2. (6.2. 15 

当 其 系数 行列 式 非 零 时 , (zx,y) 有 了 礁 一 解 ,因此 所 确定 两 序列 w 和 

b 至 少 有 三 组 公共 值 . 现在 进一步 问 ,w b 是 否 可 能 存在 四 组 

AHE? 这 时 ,在 (6. 2. 1 中 要 增加 一 个 对 应 于 i 一 3 的 方程 此 三 


方程 有 解 的 必要 的 条 件 是 
me) ma) Cn, - 1) a Ca — Da 
m8 m! (ny 1) a — (1; —] | = 0, 
mas d na 1 Gn — la": 一 (n 一 Lja 
可 简化 为 
sua ol aca 
mya l mal e—a) =À, (6, 2. 2) 
magl pma) a — adu 


BEATHA ola), EAE reZ E (oj) 二 wg Ca) HEARSE 

项 式 且 (O40. 显然 /1 一 5 一 和 又 由 行列 式 求 导 法 则 可 知 

g (= 0, dk Fy HEA 疡 (1)=0. 因 此 (a 一 1 | f(a). 对 应 于 a=1， 

方程 组 ww. =A G—1,2, D 088 9 y — VJ XE EI ne ZUR 

w=h =A, IE BTE w - 为 常数 列 是 问题 的 平凡 解 . 综合 上 述 讨论 ， 
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我 们 有 
定理 6. 2.3 ha Fy SE SESE Omen) i= 1 :2 DAS SHB 
fl F (0,0) BR ES EE w, bE 002a, — 07 8 


pam 
a 


ws he 0 stern, =h, G=15253) (6.2. 3) 
的 非 平凡 解 , 则 或 者 fa) 二 ag (a) 有 1 以 外 的 实 根 ,或 者 对 应 于 a 
三 1 的 前 两 列 中 所 有 二 阶 子 式 等 于 零 . 

上 述 2(2e 一 怪 ) 还 有 一 个 有 趣 的 性 质 , 这 就 是 

定理 6.2.4 the HIRE RW, w ENa, — a^) ws EO EE 
— Jl nz20 «o, 均 为 整数 , 则 a 必 为 整数 . 

证 在 (2. 3.8) 中 令 p—4—118 

Wy Weng = Gw] — Zaun, + a! eh a" 
= (uj — aus a. (6. 2. 4) 

车 w = auw, N] a= w/w 为 有 理 数 , 且 WO EW o e 是 
DESEE ILE UMUE EET UD PC SEES I 
who; JRA n>] HF wo, EBM. ESCATA. 

E wy Foo). 42 (6. 2. AS n=1 得 

wrk —— wer tery = [xe] — wo Caw — dw. Je” — Gol — uw, a’, 
为 有 理 数 ,又 由 (6. 2.4) 知 wi, — ew, EO, 故 任 何 连 续 三 
项 wes Wet. wan PEST IEF. E wp 7-0. m7 0. 则 由 wes 
= 20° w, — 6 * wi o HAR. Va p/ aged p =l. E 
q*1 » WIA C6. 2. AD q^" | wi — wt, IXY n + co ERE AS RT RES. 
urhe. 

定理 6.2.3 是 已 知 出 现 公共 值 的 项 数 时 求 序列 . 反 转 来 , 若 已 
知 序列 ; 求 出 现 公共 值 的 项 , 刘 困 难 多 了 ,因为 涉及 整数 解 问题 . 下 
而 研究 a 二 一 1 的 简单 情形 . 

定理 6.2.5 设 加 ,ED( 一 2, 一 1) 通 合 w= hsh thE0, 
则 存在 m0 使 w.—A. 的 充 要 条 件 是 存在 m— 03846 

1°, mw; — h)/2 hs thy) WR Ht 

n= mw Tte) atA), 
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或 2 Lael, tA, 2u42 th, — RO /20$ Hh RR 
[2h, re (wot) 1 Cho th E BY 
n= [2h — mt{rwo ten 3 Ga 475,5. 
证 a= 一 1 时 ,参照 (6.2.1) ,ws 一 h. 可 化 为 
[ee 
3 n—mn—2j,B[ n= mw tw) (Ath ABR RS j= 
Cm) /2=m (we, — hy) /2 ae th WER. 反之 m ER HW 


另外 .Kimberling XE EB F 24 a350, 99, b ENa, —o Di i 
un = fig s Wa mA r Woa ag = hou ed Bl r0 qs50. Wl] «o Asin 我 
们 的 定理 6. 2. 1 是 他 的 这 一 结果 的 推广 .同时 说 明 该 结果 中 w= 
ho 的 杀 件 是 多 余 的 ， 

6.2.2 两 个 上 阶 序 列 的 公共 和 值 

我 们 下 谭 把 定理 6.2.1 推广 到 一 般 情 形 ， 

定理 6.2.6 E Ola, a, ERR we (0,4 DI 
中 基本 序列 ,和 ,生生 适合 weh BTEXEH REO RSE Rg. E 
wes Arg PE lem L MB det |e? [S60 C18 jx D LUI 
对 任何 nE Zaw = Aner m 

证 4E Q'B 5E &—2 7E] &,t..g. AC 1.222 E ELI 
条 件 我 们 有 | 


RÓRATRADESTAAAYWRRARATH BR A42E*"RMAFAASPRAuUMARIPERmERAaÁA P FAR an RAUR RA MA 


| € a, 1 hes ro Sani Ima 077 Emu 


| 0 9 0 1 | 
| na-n tP) gg, a e» 

| us tg, Ug us 
| MM 

1 

Joa n a-n a (0) | 
] 

1 ie -1 3, 1 s, 1 rm | 


Ware Fra- Sa ey Ém ky tT da 1 


Wa A, 52 te aes En, 
=( D* det | u | det (Wu, Ho S, LT, ser GL. 
o detw|z0. c0 de QW. Ho Sa Ta Ga =O. C1) 
34 wo. 45,550, 3€ (P1438 C1 OPS m Sm, — n mm0 ERR 
4r BL tee 25 n7, gD, e sa prp a Cj. .让 一 
123b] &— 2 个 序列 , 则 得 wee je — AL; 0. teu E huj 
0,1. .£—1. 故 定 理 结论 成 立 ， 
Mj oz —h, 0,38 3 (2. 1.547 
Waa = D Lei m M US. 
关于 疡 -9 也 有 类 似 的 式 子 . 由 he 得 
Do ~ hu) = OG = denk 1, 
上 述 章 次 线性 方程 组 的 系数 行列 式 det ue) | 90. Ak DU ORAE o h 
此 得 we j= hue j 0.1 — 1. 故 定 理 结论 也 成 闽 , 证 毕 . 
推论 FERRET. E mw=b. H már. Mj w XH FL 
下 面 的 结果 属于 Kimberling t, 
定理 6.2.7 REU ERRARE Gs aD ET GO PL 
WAH. AEN) Le .om.5b c0. B wu nig 
BRT w Mb 移 位 等 入 以 外 .Ww HI b BSE ARAM PSs 
项 . 


证 12 2 BY FF i rtr LAE ini LE Ec dry |. 2 i 
有 无限 多 不 辐 的 整数 对 (Gm.,n) 使 ww. =A.. A 
cir 二 car? 二 cr CIO 
Km ed, SM. EL Aw Lh OWRD S RUIT HO. jm lend 
椒 妨 设 有 无 数 个 iE Rm GB GC i fE som IE up] PR iE n 
换 化 为 前 一 情形 ), 则 上 式 可 化 为 
€i etr fry Tre ber fr, a ™ 


Hd Adar’ ref yt Hear Gas, CI) 

若 产 一 1, 则 令 oof cd. HF rn —1¢(6. 10] PAT Jb . 
Tj D) «DA SEA iion m ms D TRO B CLOS AC Um i 
—co,CLOZ ZEXHB 6550. MWe 忠和 一 起 两 值 上 摆动 ， 
JL IR BY BE. XR ntl DI] mim GER ,和 否则, 令 ioo, NICE 
右边 或 发 散 或 了 0, 此 不 可 能 . ESL EE ae TE YE SET AE AER g, 使 得 
有 无 数 个 i 适合 rn mo gc S XX FE EJ i05, HC EO EE eu dir. 上 
述 三 种 情况 ,不 论 哪 一 种 , 均 有 无 限 多 个 i 使 odin. MCI) 
PRL HA SR PR ri" 得 

ere erm ear dari oe Helari CH) 

H DERLER ae i o — dint. 将 此 种 手续 施行 下 

去 ,最 后 可 得 
一 二 站 
于 是 wh. BE vo I 5 移 位 等 价 .证 毕 . 

本 节 最 后 我 们 指出 ,对 两 序列 的 项 之 间 的 关系 的 研究 ,除了 探 
求 公共 项 wl — h. 的 存在 外 ,还 有 其 他 方面 ,比如 ,1985 €, P. 
Kiss "HERT ot FAG: 

DOG = Mars .ae) ACCA Y=H= ANS ba 
cit ESE Ay HF STE. PCA go BY RIT APE =a, 
mH P= B. Ao lal la, | lay eS lal, LV 1a 
LIRE Has PESOS XU wE NHM b 
€ f)(g GOD) A WA DRA 

l w= ad HP aa 4- M Palda", (6.2. 5) 

h,—bf' AG GO Bo T + + GG B, , (6.2. 6) 
其 中 P(t) 为 多项式 ,其 系数 及 数 a 358289 Qa, a BARRE, 
Gj 为 多 项 式 ,其 系数 及 数 5 拘 为 QCB,… Ao PARA H i= 
Zee hj 二 2, 呈 yp BERE puo pur ba HARRHS 为 仅 以 这 
些 案 数 为 因子 的 非 零 整数 以 及 土 ! 组 成 的 集 . 那么 ,车 对 任何 i,j 
T ad hp .ab~0, AEE s sc S. Isa | 天 
sf" | DU 
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| [ses | — IA, | | expte * maxGa n2) (6. 2. 7) 

对 一 切 mum Rose ES RUB P cA n BK Sm UR 
to. b 的 参数 有 关 的 有 效 可 计算 的 正常 数 . 

作为 上 述 结 果 的 推论 ,P. Kiss 证 明了 | wsl — ial | aca 为 
正常 数 ? 仅 有 有 限 冤 个 正 整 效 解 (m td. 

上 述 结果 还 可 以 推出 一 些 新 的 结论 和 过 去 已 有 的 结论 . 如 可 
以 推出 sio — sch, 妈 有 有 限 风 个 正 整数 解 人 (on) 等 等 , 还 可 对 单个 
序列 的 值 分 布 得 出 若干 结果 . 这 些 不 一 一 列举 ， 可 参看 [6. 13] ~ 
[6. 17]. 关于 值 分 布 的 问题 ,我 们 在 $ 7. ? 还 将 有 进一步 的 介绍 . 

另外 ,还 有 一 些 文 献 对 FF 一 L 序列 的 mod 1 分 布 以 及 相 邻 项 
的 比 的 分 布 进行 了 研究 ,如 [6. 18]—[6. 20]. 


$6.3 ”对 模 的 剩余 分 布 


6.3.1. ZEHE p 序列 的 结构 

为 了 简化 F—L FRAY BR EB oe oP A OT He. FF a 
53g BUE Sh. 在 定理 3. 3.6 PRIS ER Hp EFA HE m 
序列 的 结构 ,现在 我 们 较 详细 地 讨论 二 界 主 序列 的 情形 .本 节 中 ， 
我 们 始终 以 sb 分 别 表 Q (a,6) 中 主 序列 及 其 相关 序列 ;以 表 
素数 pio. 且 约 东周 期 Ptp,u) 及 相应 的 习 子 ,周期 系数 分 别 以 ;， 
cord. X gq—QG ERE (3. 4. 24) 所 示 的 意义 ,并 当 wi 十 
bai_ 0 (mod HRE PEQ, MH ws (mod pie PEQ.. 

定理 6.3.1 X4 5552. p € Q, 时 , 设 ruu- (mod p>, Bt] 


1*. rb (mod p); (6.3.1) 
2°, cm — r = — 4 (mod p); i (6.3. 2) 
3*. u, ET usc (mod p) EZ; (6. 3. 3) 
4°, fe, Qnod. 户 )} 一 个 周期 的 结构 如 下 表 : 

DO, i, Hos tt. Mi Tit, i. Tts 0 c, Da, 


— 4 
O, Cj. Clay c CH, iT CDS, tt, CO Pu, 


MBORAABAAAERALATATREBARERREETATARERRRTREARABARASVRATAEARARSRRATATRERAATRRRTTZATSRAR AA demie Te Ty 


(mod 5) (6.3.4) 
BigP 23158 7; 列 的 元 素 为 D COS iEn — los Pg — 2 
二 s 一 1) 时 有 

《了 ) 对 任何 Or — 1. 0,250 (nod )e3j70: 

CT MET 1 js 1.5 BÍ E, ;SÉ D; (mod p): 

CHS LSA Kis l EE noB... EE 
bn DA E E E mu mod p) RIK; 

CN 234 nsf 0 n7 2il 时 ,对 任何 sir, 

E acus dC mod p» (6.3.5) 

OV ROSIS 10s jss— 14x iT) DUE Mg n EALL, 
s -JEER 6, -,/0., (mod p) 表 互 异 之 剩余 ( 当 nt jes 时 定义 
Geet =i tae ,nod p). 

证 1° B s SRM. 0 (mod p), wr ARR. RA pe 
Q, Rl j= — bu; -; (mod p), BB UE. 

2. #103. 4. 260, 5-— 2g — is i Ln QRSCu EE —66- D) "uu. 
由 此 cm — (— pr = r^! (mod p). . 

3*.n 一 0 时 ,由 + 之 定义 知 结论 成 立 . n=l 时 ,tori 二 aus 十 
bug- (ar HDi- XH g= au,- LII bu, ra R aru, :十 Dro 
= r-e BP Cart bag ru mod p) BP n=l 
MEER. 

假设 对 nl BiG Boe L8 二 -一 ar 十 pe 二 
ar iag ay SO ty E 
med p). 由 此 可 知 , 对 一 切 2az20. ibe. 

34 0.13 n= — n. 网 quum tus = hw ge = eL 
b) "Ue D uc mE Du (mod 22. 
证 毕 . 

4". 家 06. 3.4) 为 3" 之 直接 结果 ， 

《IT 77550 时 JE 将 推出 某 个 50 (nod 6), lmg 
LiH s 之 意义 矛盾 , 故 证 ， 
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C1 VE, AIL, A estu. Mi crt, 23D REIS o ELA SU 
ESE eth] (mod 力 ) ,但 0 之 i 一 二 之 7, 这 与 + ZRH. 

SOLLI EE UL X Cra. i. 列 元 案 有 形式 rh 
iu, f= 0 or — 1. SEA, 6, BB entum as BUDE GE 
H osim—1lCH cias = hh du, O0 0x! Sr— 1,7 Eii 
i; Cmod. £2 , Bil 45. crus, gm Thus B bi =E (mod p). 反之 同 理 
可 证 ， 

CME. =O.) AR Bat i= 0 证 明 即 可 , gj Oo =u, MAS 
WE tar 2s7 E C byu (mod. p). SEASTR Wii (2. 2. 63) A (2. 2. 64) 
有 


uann E (OV rE t E= 0 或 二 vi 二 0 (mod p), 
由 此 推出 ue, et scott) 2, 50, HE mj SHR nt jjj 
均 小 于 s, 这 与 s 之 意义 矛盾 . 又 知 nt 2492s) BOTE 222,250. WU 
必 2n 十 27 二 5s 二 2q 一 1x 这 也 不 可 能 . 故 证 . f 
(VOR FÉ RBG ;— 0 pE, EE Saml 时 ， 
Hapy Ua Umrl a mod p) 车 不 然 , 由 (2.3, 117 则 有 
ly + js — alinta = C70) uju.O 4,530 (nod p}, 
Hi IL RES] ES s CRM CARE. 
推论 1 24 pF2,pCQ, H b=1 时 , 则 


y gz—1.c-—(—1Yz (mod p); (6. 3. 6) 
2^.r—4.pzz] (mod 4); (6. 3. 7) 
3*. Uga (— 12 tu, (mod PQoncz; (6. 3. 8) 


4°, (unmod $2) —- FERRI FERE E: 
C I 221q BTA 


Oy ts Moy ctt HI. Tigi ys 7 THa-$9 "ts TU. Thy, 
O, Tidy» — Tigy tty TH, pr Mgrs — TH, gy tt they mur 
0, Hp. Mag tO Epi TH, a DH, og. tt. ot TH. TH, s 
Ü, fu. Tips ta THe cH js, Wyigs tt, — hze LIE: 
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(mod p) — (6.3.9) 
(I)2lg 时 为 


Oy thy ze "tt. Ya, TH, 235 COTHQ pO tta — TUS, Tu, 


Ü, rt; TH, ctt, Thy yy gas Myers Ch. zs — Hs 
Oy —H tay t. cdi, Tigis TUS 3, tty Tg. 一 fa， 
Q,— TH. — TU; o. TH feel? OUR: dy ug 


(mod p) (6. 3. 102 


1°. c==+1,c=—r (mod p); (6.3 11) 
2*. r—] BR r=, r= —1HT r=1; (6. 3. 12) 
3°. a, =Tu, i (mod p) a€ Z; (6. 3. 13) 


4*. (4, (nod. 志 )} 一 个 半期 的 结 档 如 下 表 ， 
(I)r-1,.rz2 时 为 


0. t; s, ctt. Hu His. Ho—27 "sy Hys LIES 
Os typ tgs tta hy > yy hg as os es mt 
os (mod p) — (6.3.14) 
(1)r=~—1,r=1 时 为 


Oya, slra “t*a Ug Mg Mg tt Hl (mod p 


(6. 3, 15) 
定理 6.3.2 4 pz52,pC Q, 时 
1*. c9 —- (b) = (— 56)" (mod p); (6. 3. 16) 
2°, um (C bu, (mod p nE Z; (6. 3. 17) 
3°. lu, (mod p)) 一 个 周期 的 结构 如 下 表 ， 
Or n. 0 mo He Mgr mp Be Be C747 la, 
Os caus Om. cma goi. gs CO Ot, cQ bran, 


Dect lagret Jug, trn tg a em Mag eT (m Bag, rm nC Bo Pug; crc I Byrd, 
{mod p) (6. 3.18) 
Bas t (Or —1,0S ;:29 1-5 DDR FEE.: 

C1)—CR8 D. [Big E 6.3. 1 2 A^ BEIC IL 0— (R2; 
CN 224 ny 2-0 ,n-- 2; s — 1 时 ,对 任何 0scisce— 1,24 HOUR 
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atj—q 时 
bary CT Bt, Gnod p)s (6. 3.19) 

此 外 Ey E EYE tmod p} (6. 3, 20) 

CV ) 何 定理 6.3.1 之 4 的 (VY). 

HE OL. pC Qe, comt bu- =0 H s-—2g. 由 此 uuu 
uoa- =E 66 BY a, m — bu, c, (mod pY, EAB BEE. 

2°. 由 tata — C0)" eyo, = 0 Qnod. pp) 得 证 . 

3°, 只 证 (N), 其 余 证 法 与 定理 6. 3.1 同 理 . 对 于 (CNW eet 
C70) u,230 (mod p) {X24 s--;—9 且 取 下 号 时 成 立 -证 毕 . 

推论 1 252.5€Q. H b—18f BU] 


1°. Zlq 时 c=1 (nod prs) — 1, (u. (mod. p)) 一 个 周 
Bing E 
Du, shiga ie tle “Ty p Su op» *** 77H uH. (mod p) (6. 3. 21) 
2°. 21g E cem 1 (od icm 2, | =Â) nds Gs (mod p)}~- 
个 周期 的 结构 是 
人 Hs 
Ds thy» egy ctt Sud MS Mais 7 Ers tts tgs B. 


(mod p) — (6.3.22) 
推论 2 PER, PpE Ho--—1 时 ; 则 cEx—] (mod poOr2, 


| =| =], {u (mod 力 } 一 个 周期 的 结构 是 


Or His Hgy Ut, Mois Mgs Hoop» fa oa. Its Ugs uy. 
Oy — Hyp — Mas ttt» — Mp gs gs SI qa MM — tiy 


(mod p) (6. 3. 23) 
6.3.2 对 一 类 二 阶 序列 具有 不 完全 剩余 系 的 寨 数 
&wE0, 2.0K sm 有 不 完全 剩余 系 ,我 们 称 EE m 5 
的 ;否则 称 w 为 非 亏 的 .Shahts ** 3t Bruckner 51 388 VEBRH 37 977, 
则 Fibonacci JE 9 Jé BE p SAS. 前 省 证 明了 p=1.9,11.19 (mod 
20? 的 情形 ,后 者 证 明了 5223.7 (mod 10) 的 情形 . 1988 Æ, 
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Somer'* 3E 2, (a, 2- 1048 H TMB. 

WE vo € 0; 6), E 10 AM p EESTI WU iE PRAES B. 
否则 ,由 plo HBR. Cp wd —s, EE. HGB T ol FO 
(mod p). $ b HA A. zc; w, (mod p), lili] h, 2x0, 4, 121 (mod 
p). Hf X, {w mod p)) 与 主 序列 的 模 序列 (ulmod p>} 45 (fr. ARTE 
一 模 p BBP AE p SA 28 HLDOSEJEAIADUR psi. 

定理 6.3.3 MF Alab) pE, 


l* e 2 | =1, WET w En HA p SH; 

2°. 车 p13, 则 当 a 三 十 2? (mod PM ERR u HM e dE BS. 

WE 1" OAT FRCG. 4. Dm 之 周期 整除 p 一 1, 故 至 多 pp 一 1 个 
TIS BSR div mod. 5. 

2*. 当 pl A az d-2 时 un CE 107 (mod p) BER. 

Fili Somer 的 结果 ,我 们 对 其 证 明 进 行 了 简化 . 

定理 6.3.4 AF Aala. 一 1) 

1*. E p225, pA MER vo € Qh AR p 亏 的 ; 

2*. p 2 E 3 E. NU] 203. 一 1 中 主 序 列 是 模 pb. 

证 1* 由 定理 6. 3. 3 Ra S] 一 一 1 的 情形 . 由 前 面 的 说 
明 ,只 需 考虑 主 序 列 . HERE IH (3. 4. 23 有 PO a) — tl p-- 1. EE a 
qES AA rm pt. 215 7. C6 3. 150 f PER n] AB. 车 为 (6. 3. 
14) Z ARE MY p+ 1=2(2g—-1), p — 49 —3. RAPES 0. ui 
Ut musa. nod. 22035 29 一 1 P WERE AS [8] B5] PAR 49 33:29— 
le^ qx GS RI RE. 最 后 一 种 情形 是 (6. 3. 230 , IL BT A pti 
dgs E p-*4g— 1&:2g4- 1, gd rH le, ps3. 证 毕 . 

2°. 可 直接 验证 . 

引 理 6.3.1: {t p==1 (mod 42 90] z AE 4E BT AA Go 15/4 
个 不 同 的 x! (mod £248 2*2-4 25 p ARAB. 


了 
证 VAL Verde 1 (参见 2. 40, P. P190—191), 


Smee eciam een 


"252 


dit BPR ARP x! (nod pT 
EL [£j IE l-o-nDA. 

定理 6.3.5 对 于 05D, 

1*. €i p. pzÉ1,9, (mod 20), pla, WHET wE OMAR p 
亏 的 ; 

2*.34 p—2,3,5,7 HEE mwen HM p SESH, W p—2,3,7 
时 Fibonacci JF AE f p 3E 863. p= Ef Pell FPF CHP Q2, D 4 
主 序列 A p 非 亏 的 ， 

3°. 4i p| A. Bl a9 2 V/—1 (mod PREFA uw BE e dE S 
的 ， 

证 A 3: 显然 ,只 证 1*. 同样 只 需 考 虑 | S] 一 一 1 及 主 序列 
的 情形 , 此 时 由 <3. 4.2? 有 2120 p41). (Bu, — 1 (mod p) Ke 
Fp tl. Bu 非 本 ,只 可 能 1 一 2tp 十 1). 

当 6€ , 则 只 能 出 现 (6, 3. 22) 的 情形 . 此 时 s=2g=p+1. p 
二 2g 一 1. EPRA 9, ta, +. be, (med pdt 2g 十 1 A n] BE AR [5] 
RHR. 故 若 能 证 明 它 们 中 有 三 对 同 余 ; 则 1 BER p SH. H 
定理 6.3,2 之 $*CV 250, 24 n EIE IBI ET. pP TAE AER Enny Ena (mod 
PLANAR ATMs pz 的 完全 剩余 系 , 当 然 可 取得 剩余 1. 即 
PE nst Gurt mod p). i=, ACE. 3. 222 401, 28 7 一 1 时 在 
fe Smig 1, (Boe ee Bt (mod p). 24 ;—3 时 可 
能 出 现下 列 情况 ; 

tg —2 = — tg H ng — 2) BE -1 CH n9 1l); 

u= — uy, (24 n= 2qg— 2) BK m (24 n=2g—1= p); 

FETE k T eR - 3q fli oH Msn WA). 

当 7 一 5 时 可 能 出 现下 列 情况 : 

M, 1,08 — S ca RE nuca s sm. SEX — S aq ASIE Bb 

UEH, Bs ts mmu; FE a p ASIrrRSP HT: 

TEE 21S +g) fl auem en 为 其 他 值 时 ， 

di Ep ml .g—2 时 ,对 应 于 ;—3 WE TESI 1854 eo, 
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AH Us, =t, E — ua, LORS Js, n m+). 而 当知 一 1 或 了 一 2 时 ， 
对 应 于 j= 可 找到 «2g <<. Kw s R a, H4 
(mm1). X [8 2g Bt Sou FusCmod H) W PEQ: 的 
REHE. 

3 pEQ I] RAB BEG. 3. 902 C6. 3. 10) 的 情形 . DERE s= Co 
+1)/2= 24 — 1, p= 44— 3. fl 0; they E Ti ots E tegy rua 
(mod pHa A 44— 3 "P. fc FLSE E HL EC HUÉE OE IR] EE WSLS 
WE. 为 此 , 史 要 证 明 存 在 DA. aq Ae AS uL = tuj, (nod 
p> BI nj. 

由 ovla dd) 4-1) A ELE 
[4] z— 1,4 1xX:2;— 1x: (p —32/2 Bl 155 js Cp — 12/4. Hi RE E 
6.3.1 之 CNA fe P BT. aj Et- mod H, AIEEE 
(p — 10/4 A vi.;Giod p) EAL 4e. 5 P251, 9 (nod 20), .. 


[5] —— 1. ACH 9| E 6. 3. 1 XU DAE EXE 2j — lo ex Cp 


p 
—3)/2=s—2,48 vis. HE u= tl (mod p). 
4 g E G g = uag/u = La — POCA — MY = 
[ (00* — CP) /pap 为 Ca,1) 之 特征 根 - 则 B00;81— 
1 又 六 十 所 二 三 土 ] (mod p) t * F= i=, na 527 
〈 士 1,1) 中 的 主 序列 日 局 余 (mod p). Ob ZH HS A 5. c 


(4 --nx[4j-rs (3.4. 17240 b 之 局 期 系数 7 二 


而 th.<mod 2) —4- 8 427 Z8 F3 JE an C5. 3. 9) 或 (6. 3. 10) ,只 是 
将 其 中 站 RE b.s—249—1 dà s —294' —1.; 7g b HR p RA 
期 . 由 此 可 得 Arcum rh m rA) m Tuum TO Ss 
hi2ss—] (mod pO. 于 是 wh (4b. T UbG—bD£E&—áüsd 
(s —2)k— fsdc fo Ya faq 1, UU] AKA. BURA e (à — 4n) 
ss HEE uu zm0 (mod p) ,但 1S eS — 2, WIRE A HT RE BY. 又 
Vas (ElV eu; c= 1 (mod p), ulum Ead. MLR 
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uj Stu’, (mod pou. 
6.3.3 一 个 周期 中 剩余 出 现 的 次 数 

VA NOOR fu. (mod pp)}) 中 不 同 剩 余 的 个 数 , 以 Rid) RUBER d 
在 {u.Cmod p)}) 一 个 周期 中 出 现 的 次 数 .1990 4E, Somer 2 对 于 
Dz ta; 土 1) 得 出 了 下 面 车 干 结果 . 在 证 明 中 ,我 们 由 于 运用 了 模 思 
序列 的 结 档 , 故 较 Somer 的 证 明 更 简单 明了 ， 

定理 6.3.6 4 b6=1.ph2a.r=1 时 


1°, RO=] OLR (4) 3; (6. 3. 24) 
2°. #dFt2//A (mod p}, Ut] 

R(d)--R(- dD 0,2,4; (6. 3. 25) 
3*. 35 d x 2/ V/A (nod p) M] 

RGD H- RCé—d2 1.3; (6.3. 26) 
4". 4m d- 1 (mod poet RCD —3, RC— 1)=1; (6. 3. 27) 


5°. 35 R(d)+R(—d)=4,0] Rid)=1 3€ 3; 

6°. R(d)+R(—d) = 3, RGD =1 或 2. 

证 ”此 时 只 可 能 为 (6.3. 21) 之 情形. 我 们 先 证 

, R(éd) --RC—dD 4 (6. 3. 28) 

事实 上 ,出 定理 6.3.2 之 3 OA SE joh RIC a JE Da - 
1:5—-1]. B bo, EEn W js PAAR Ai YE ERAS 
El) RRA SP OBR AY j BE So Ete ,这 就 证 明了 C6. 3. 28). 

T. R =1 BR. 4250 Bp, RRB ISA ALAAXGS—I 
f£ po =d 0—1,2,3,40. HEM 6.2. 2 7 3 (NID, OR Ag. 
Sq l B jti jt jng FTE do S Eea =E C7 19 
PE PHE Pa E ST a Ved RSH SI d=- d 
亦 即 d=0 Z FA. 

2 一 3 HH (6. 3. 17H urfi tyn PA Pd (mod p) 
时 , 则 舅 一 个 亦 然 , 故 当 nO 即 dsÉu, (nod p) 时 RGD 十 RC 一 A) 
为 偶数 ,否则 为 奇数 . FARA PEQ Zig. A v0, Bey co? — 
A= ly 得 um 2/ V/A (nod H). 综 上 即 证 . 
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4°, a= 1 (nod pt uuu mu, (mod p), 2, ROD 3. X n, 
至 一 1 (mod p) M RODER D 4, A REO i=l a8 —1 
Cmod pA m =t ..==u,-.==1,u2.==—1 (mod p) B (8 Bru. 

5*. 仿照 1j" 之 证 明 可 知 R(GD == RC— d) 2 是 不 可 能 的 , Blut. 
6*. 由 2 一 3 知 , 此 时 必 有 demum x2/ A (mod p). Æ Rd) = 
3 WAT Du = bu Eod. ojog LPA. N tg HUE jefe aan] 
AR A 下 十 六 二 2 和 县 由 此 仿 前 可 推出 区 至 一 各 .的 矛盾 , 故 民 
(d)s53. 3E RC 1) —0, W RC— d) = 3, AEA RT AE. 故 得 所 证 . 

定理 6.5 7 dbb—l.pi2a.r—1.R—0(X4 a1 (mod p)) 
ak. ikii). 

1°. 7 p= 3 (mod 4). W 


NOD Gp-- 82/44 . (8.3.29) 
2°. fi pz1 (mod 4). 

NDG Gp THB tk: (6. 3. 30) 
3°. 5/2 1-/N GO CC — 20/4 42. (6.3. 3D 


证 1 由 (6. 8. 21D. NC) Sgt 1+ (4 — 19/2 = €39 4-172. 
又 此 时 | 二 | 一 1. 国 而 2us Le eS O7 1/2. 由 此 推出 
NOOSOGp— 1/42 Gp —5)/44- 1. 但 车 a=] (mod p). WF 
uz cca (nod p.d RRB RS ye 1. 即 证 . 

27. 34 5, —] (mod mE Pi =1, Kat s|(p—19/2, ME qu 
(p—12/4. deaf E. 

B.S dude Po Zum EE. Rk Ac a. FE C6. 3. 28) 
qup pm d d Cmod pS AE BY RASSE GE N Ce) TO LER 
fa fti; HE AGE ARA OEIESY deu W RGDA-RC- dox 
848 26i ALN — d 1 CL NESsET3/AS BK NIRS/24- L. 

XGEG ^8 belie tour? Ml 

URU- R d): 

2?. RD 22 ORE RD Lx 

335 H [235 d= €2/ V/—.3 (nod po ROG —1 223; 

+ 256+ 


4*. 35 amm d-l (mod pW RUD) RC 13 -4 

59. Mp sc pod.pesT60mod P. Reef VAY = RC— 
2/ /— yl Nip) m spt ty 

BAR se Pe tog a vend Soe AOL, .-A)- RO 
2/ V3 Nigri oo bp BL 

uE BMAP RYE jd le. 3. 225. 

p. gs. 

PRICK Cog ELS d Te Co. 3. 2202 2, 97 dE HT Ak 
C6. 2. 2060 4 

AUD mr AC d) (8. 1. 32 
对 一 0,1 求 和 得 Ald) + AC do 8. BEER 下 得 ad ed. 

3°. 可 仿 定理 6.3.6 7 2°. 3* HERS AP dee —2/ v2 
{mod OMR GIO -- RC d= 1 gk 3. M ROD RO ~- ene ov 
FAY AD BE 

4°, 可 直接 验证 , d a= (mod pBh, uE, pup. FE) 
(mod p). 

5^. HH C6. 3. 220 X AE 4E TE 1m mom 2j stg, ffi =r 
Hm- mod p>. SUS deta, Bf. bu 将 在 nutus stes 
ane tp Apo speed Uno mtm atn ib ER. S lDmEms- omels 
tin S25 SPs a t- 23 Nl Ss en 25 +1 stm +2 jis 
2s--m— 2j 1«2s,/.3X 9€ T tp Pe | lS Ss lp. 128, — 
Lip fF RRR Orom t2 DA PPE 

m> 2j- lég 时 有 

2;—1- (mt 2j 10 — m ssm G—m-—2j43- 0. 

s-——2m —2j-- 175 (s— m —2; +1) — m = G— ind — Gn--2; — 15. 

£m -—2j—lY-—G-Tmc-2j—1)—-m2— 2 
+i), 

s—2j+1l=Gtm) — Gnd 2; i) —(2s—m — 253-12 — Cs — 


m. 
以 上 诸 式 的 意义 是 25 —1— n 25—D — mm, KB 28-1 45 4 
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解 TE mom 25 DA 8 P ELSE 2d Md (mod gp) 各 《4 个 
fs. Hi R(GD-— RC-doscA LAE. RS. 4 个 上 述 
2k l 对 应 于 一 对 适合 1xim-«m-2j—i«g BH uz ny 1 h 
FHI Gn, mt 2j—1)}. 

当 mtH2j—1=q 时 , 刚 2;—1—s—2m—2j;--1.2m--2j— 12s 
一 27 十 1; 因 此 只 一 1 只 有 两 解 .反之 ,每 两 个 这 样 的 站 一 对 应 
FOR FG Das lime a =E a- 

FM., hE 6,3. 2 25 3^ (CV Ye ÆRA, pt 
时 ,对 于 固定 的 128-19, tui /u. (mod 229 3t p HES 
LE UP E Ry lind ps fi Until ty = 1 BA ia 425-1774, (mod 
p) > 2h—-1 we, APARA, BUNS 1,2, Co 10/2, 3€ 
可 得 (p 十 1)/2 TRR FM Cnn t+ 2k—-1). 

34 p=? (mod 8)HT, (pF 12/220 (mod 4). 由 此 可 知 必 有 
ROG) — RC— u) — 1. SU. ds CE BR DEO BS Co 710/2222 
(mod 4) KFS. Xu =+2/ V/ 一 和, 故 结论 的 第 一 部 分 得 证 . 


5k ERI AL Etm tuo tu (nod. i MR e Ger 


15/3 XE Hi Blu mm buscas SING) = 2g 2 . lg-DAdi- 
C3pt+ 72/4: . 

6°. p=3 (mod 8) 时, Co-- 12/2222 (mod 45. 出 5 之 讨论 知 ， 
HM ws AP ROO = RC~ ug) = 3,1 Np) = 2-2 + + 


| Etla) —24-1- (38--2)/4. 


定理 6.3.9 ik 6-—1l.pl2a.r- 2,48 F p=3 4 7nod 8) 
SPR 1,3 M 7. AA amm L1 (mod OM ath mod $2 4759 
& k= —] 和 1 ,出 

1°. 23N Cp); 


2° | r1 二 一 1 时 必 有 p-3 (mod DE N GO p-- RO /45 


3°. (5) =1 时 必 有 p=1 (mod DB NK D/2+kr 


4*.s/24- IKN (p) X SE s 

5°. s=pt1 R N(= Ged-k)/4. 

证 1°. h RGD—RC-4)D 5 4250 REM de 4 和 一 4 或 同 出 现 
或 同 不 出 现 . 故 然 . 


2°. 由 《6. 3. e, [8) - [8] e (2) im 


(> — — 1, lit p=3 (mod 4). 25 s p-- LIE EL SEXE 6.3.8 25° 


一 6* 知 结论 成 立 . 34 spl. -| = =—1,.. C3. 4.6051 skp 
T 10/2. BO s; CpT-1)/3. 于 是 Np) x:294-1— 5-1 Cer 40/3 
«(3p 2/4. 

3°. OF ETE p=1 (mod 4), HA s[Cp— 12/2. AN (pS 2g 
1 (p— 19/244. X4 ag 1 (mod RTA] a= Judi (mod 
Pos NOpyStp-D/2- 1 

4*.d5£0 WAT R(d) 4+ RC —d) x8. AU IN C9) —1 PES 
余 求 和 得 -DELEN Q2 — D NP Sqt Fk NPS 
s/24-1. N Cg) s - &, 是 显然 的 . 

5°, s=p+1 时 必 有 | 5] =—1 由 此 推出 p=3 (mod 4) , 即 得 
BEZAR. 

定理 6.3.10 1$ 5— 1. pl2a,r— 4, W 

1°. Rd) =R Cid) dX; 

2°. R(d) =0,2, X, 4, 而 ROO)=4; 

3*. BL RGD d (nod pE (6. 3. SRE (6. 3. 100 [6] 2 z TH 
的 次 数 , 则 对 Oi, <3 E 

Dek, (cd) = Dyno (cd); 

4°.a=+1 (mod HRT RCL) —RC— D —RC&/—1) = RC— 
v1)=4. 

证 此 时 必 为 6. 3.9) 或 (6. 3.10) 之 博 形 . 以 前 者 为 例证 之 . 

1°, 34 d cd ,c'd,c'd (mod 加 有 一 个 出 现在 (6. 3. 9) 中 之 某 一 
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行 某 一 列 时 ,其 余 者 必 分 别 出 现 在 其 他 行 之 同一 列 , 故 然 . 

2*. R0) —4 RE SR. 由 (6. 3. 9) 知 , 当 dO (mod pp) 出 现在 其 中 
WW demcu. (mod p) 0i 3 1«mxq— 1, BR RGDZI2. 
车 还 存在 ON S38. ley Sg— bom mum. cus Cte (mod p), 
则 REDEA, PA RCM 51.3. SUE RDK. GARR, MIG OS 
5E. Smg lm Em om E ctin, zu, (nod H). s mim 
HU e A A AU ERR EAn iK a, 和 mus 由 于 uL = dul, (nod 
户 :这 与 (6. 3.5) 耶 上 盾 . 证 毕 . 

3°. 我们 有 名 ,三 c* 18. Cmod p) ;而 (1,cyc c) Cmod pu 
成 一 乘法 群 , 故 得 所 证 . 

4°. 此 可 直接 验证 . 

定理 6.3.11 iE 6—i1.pl2aA.r— 4, M] 

1*. NCg)251 (mod 4); 

2*. $] =- 时 N(p)<p— 4h, 
其 中 当 a 关 士 1 nod p) E p=1 或 8 (mod 20), 3X p=5 Hf k=O, 
EE k=l; 

8. (5 =1 it NOGOS--D/2- 4-1, 
其 中 当 atl imod pont =O. FM £2,—1; 

4°. 4[ (stl /4I+1<N Cp) <2s—Ay, 

其 中 当 p 闫 1,3 (mod 20) A s (p2-12/2, 2X az +1 (nod pry k; 
=5, y e — 1. 

YE Dno RGD = RAB d 关 0 时 诸 cd TER (modp) 即 证 . 

2°, 此 时 有 | -| =1, ses 24 — 11 Ci - 72. Br qc pt 
3)/4. d (6. 3. 90 CUL ZR BD ON Co 4 (a — D HISA YY acm 1 
(mod poy uz be, BNC p< p- 4. 4 p351.9 (mod 200 RT, H 
定理 6.3.5 2, THER FA poe ll A s=Cp+1)/2 BT ETE IS 
AcAXq—1 使 a Ste) Bit u, Ste, 8E X ru; (mod p), BK tU. 
有 NOD p—4. 4 sp 10/2 WB s= 2g Ez Cp3- DD /3. 由 
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HE qx Cp 2743/6. 再 由 (6. 3. 9098 Np) A (g— D H1 (25 —1)/3 
s p—4. SETTE =] 知 p=] (mod 4), X Jer. 11 而 合 此 条 
ZRH p=5 MAIC Bik. 

3°. HE BTE ds | p — 1, PETI s= 2-1 p—1)/4, "gm C27 
8. FÆ NDSA 1) +1 C6— 1) /2—-1. 34 a=] (mod pat 
结论 显然 . 

4°. SEN (po XA Cg 71) -1—25— 1. 4 751,9 (mod 20 H. 
s— (p-- 1/2, R a «1 (nod. pA BS 3* 之 证 明 可 得 IN C 2s — 
5. B. NGOs 2s— ks 成 立 . 

其 次 ,由 定理 6.3.10 2 2* 的 证 明 过 程 知 , 对 于 d= cun 《mod 
Hamaka l BEALE T mo lmg lomm Em, E cu. 
Efun (mod H). 由 此 NCO S4lg/2]+ 12 4[ 2-12 /4] +1 证 毕 . 

上 述 方 法 ,容易 应 用 到 OO, (a, 一 1) 的 博 形 , 也 可 推广 到 一 般 的 
fd; Ga 0). ABE. 


§ 6.4 对 模 的 一 致 分 布 


6.4.1 对 模 一 致 分 布 的 性 质 与 必要 条 人 忻 

设 整 数 序列 {zw} 是 模 sm 周期 的 , 营 在 任 一 周期 中 每 个 镜 余 
mod m 出现 的 次 数 相同 ,好 称 此 序列 为 对 楼 wx 一致 分 布 , 简 记 为 
u. d. (mod on). 由 于 随 补 数 发 生 中 希望 各 剩余 mod m 出 现 的 机 会 
汐 等 , 故 整数 序列 对 模 的 一 致 分 布 阿 题 早 就 引起 人 们 重视 . 1961 
年 ,Niven 5 提出 了 整数 序列 对 寞 一 致 分 布 的 概念 . 1962 年 Go- 
tussoi^ 5 首先 在 有 有 艰 域 中 给 出 了 序列 一 致 分 布 的 定义 , 1971 一 
1972 年 ,Kuipers 和 Shiue!™*)~ 2) 98 92 Y ^ Er F—L 序列 对 模 的 
— Si 4p dp fap gr. SEE L6. 26 ]HHüEBH T Fibonacci IF 3i] u.d. (mod ar) 
的 必要 条 件 是 m AR A AB. 在 同一 期 杂志 上 ,Niederreiterts "证 
明了 Fobonacci 序列 为 ud (nod 5*). 1975 4E , Nathansoni* **1 9g zg 
于 对 哪些 农 数 模 二 阶 F 一 L 序列 是 一 致 分 布 的 ,1973 年 , Bund- 

- * 261 * 


schuh 和 Shiuel*?9 gr dz st UL XE SFE A BEY 88550,1975 年 ,Bom- 
by "prc d Hh BE Feit — A RE A TOT EDU. 此 外 ,一 些 作 者 也 涉 
RPE AR RAM Z/ Guo P= Br. Pu ET E Vp E—L 序列 的 一 
Bie op B [5] BLU 9177 0-59, 但 研究 得 较为 成 熟 的 是 二 阶 序列 的 一 致 分 
布 问题 ,在 Narkiewiczr 汪 的 数学 讲义 中 ,全 面 总 铺 了 关于 二 和 阶 
F—L 序列 对 任意 模 m 一 致 分 布 的 充 要 亲 件 . 1987 ££ , VelezU09 48 
H TR EE UR ER 7 一 一 致 分 布 的 概念 ,并 用 此 来 证 明 二 阶 
F—L FF] u.d. (mod 1wx) 的 充 要 条 件 . 1990 Æ, Jacobson * Y A A 
Velez 的 结果 证 明了 对 模 一 致 分 布 的 二 阶 序 列 的 一 条 重要 性 质 . 在 
本 节 中 ;我们 将 综合 上 述 缚 果 , 对 二 阶 序列 u.d. Qnod mi ERK 
件 给 出 较为 简单 的 证 明 . 

根据 u. d. (mod WHE, BRA 

8[38 6,4.1 著 !eo) 为 ud. (mod m), MU m | PCm w); 

9|38 6.4.2 xf gcd(m,d) —1,. (A Al Go.) ARMIES m 
dw, (mod m) il] iw} u d. (mod 025 HA4 (0,39 u.d. (mod 
m). 

引 理 6.4.3 th M iw HRA 用 二 wi (mod m), k 
>o Mj iw) u.d. (mod mhf (A. 24 u. d. (mod m). 

引 理 6.4.4 着 {sw} 为 a d. (mod m ,rm 7913, m, [vey WY £o) 
为 u. d. (mod mi). 

证 根据 引 理 6.4. 1, iw, AR me 周期 为 严 疡 因 面 任 一 
剩余 > (mod m) 在 一 个 周期 内 出 现 次. Bw mm, =r 
《mod s) , Mi UU, == w,, Er En (mod m,) Or, mm, —1. ME 
m=km,. M r PAST O,1,++ n—1 IN ri BORE 0,1, m —1 HER 
K. BFE wo oun sons + tas (mod mi ) 中 每 个 Ti 出 现 RF. X Um, |n, 
P On, 9) Em f ES TAE (o, Cmod pa)} 的 任 一 周期 中 每 个 剩余 
mod m, HSA, BD w 为 ud (mod m). 

定理 6.4.1 wei (2.6), ll m Hu. d. (mod mH o E 
件 是 对 m EM RAT P FARER: 

1°. pe H plá: 
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2°. p3, W pw aws: 

37.35 p=3 B. 9lm, Jl AS (mod 92; 

LAE p=2, Mil Wo 4 Te Ek RA 4 {m 出 a=2 (mod 
4) H 6=3 (mod 4). 

为 简便 ,今后 我 们 记 上 述 条 件 为 条 件 DOn). 

证 HE w Jg us d. (mod m), E dr 9| BE 6. 4. 4, tu WL u. d. 
(mod p) ATW Pp, m) — pk. iE n HOHE LEO] pb] 
P(Cp,n)-—t. 

1*. 35 p16, 0) B 3B UA E na? Hif ou mua a (mod p), 
$7 @=0 (mod p), Mj 2252 Ef u= (mod H) AM 2— 1,3X 5 pa le 
APG. 若 az 50 (nod p), Wil z—ord, (a) Le — 1, 3X dl, pk) e FR. dk 
ph. 

GE pta W p=—2 Wt 2ta, IER E a. a4, Hu mod 2). Ae 
一 3, 这 推出 2413 HF. p wt mle 全 | 一 1 或 一 1 有 :jp 一 1 
或 24p 十 1 ,这 均 与 plt 368. tX pla. 

2. 上 已 证 p] a^ +46, 7. 273 Bf 69 — (3/2)! Ynod p). X. 
可 各 此 时 ummn(G/2)^" (mod p>. "e, = Wita d- Deo u.c = wy x 
(a/2Y ^! —ws(n— 1) (a/2) = [CGQu; — aun) n + aw Ja 7/2 (mod 
do. BO pl 2uy 一 au 出 cu mts Ca/2) (mod p). 显然 io 天 0 (mod 
P^. lil] pk=ord, la |p 一 1, 这 不 可 能 . BE. 

3*. p=3 A.M A=a’ +50 (mod 3), 由 1*9 3t, 3+a, 故 
必 @==1 M b=—1 (nod 35. 当 azx1,062:—1 和 a 圭一 115 二 一 1 
(mod 3) 时 分 别 得 tu (mod 35128 

6,1,1,0,—-i1,~1,0,1,° 
和 0,1,—1,0,1, 7. 
[GR RRR RAS PO.aD-—6$8 3. 

EXA Ole HA w Ad. (nod 9), AL 9 LP (9,302. H 
JU, 4d PCS Mose PC n). 很 据 定理 3.3. 10 ix 1, 应 有 PO 
38P (3,1) —18 BR 9. SUE u.750 (mod 9). 车 不 然 , 则 由 定理 3.3. 4 
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有 P'Q9.99) | P' (9, u) —3, DIR wis) cw. (mod 9). *7 € 3E u, d. 
(mod 9). '. FETE n f£ ww. 70 (mod 9), 但 这 样 就 有 ww... 550 (mod 
9) ,j 一 0,1,2,…. 于 是 ,在 长 为 18 HT EIE e 0 (mod 9) Hi 
现 次 数 =6 半 18/9, 在 长 为 9 的 一 个 周期 内 制作 0 (mod. SHREK 
1—3729/9,3X Ej5j w Hu. d. (mod DFR. 

uma 3-5, 31a ,5,..a!251,4, 7 (mod. 9) , A i250, W b= 
—1,—4,2 (mod 9),42235256 (mod 9). (H *^u,250, i. 456 (mod 
9). 

4°. p=2, Mh 21A 推出 21a. REV IN. BIA 41m,, 则 
w Æ u.d. (mod 4), 车 uow AAB . UH p UL A 3R wo 之 各 项 
HAA. E ou. d. (mod HPF Bs ue owm PHA. 2050.2. 
6-51 (mod 4), ll a0. AR, M Go. (mod. 40 13g 

Wo » TH + Wyo ET US $00, 1*7. 
VAIPU m), RES AY AR. BR PS, BF wH u.d. (mod 
4), WV] uy Bow, 必 有 一 个 三 0 (nod 4) :但 这 时 相应 地 有 一 w。 或 一 
w, 0 (mod 4) 3X X. Si u.d, (mod DFA. <. FERT a=2 (mod 4). 
再 证 "天 1 (mod 4), IR, Ww Cod 42 1s 

Wo s TE s STU, bw Otto do s Uo $004.77. 

可 知 必 PCL 092 —4. 36 2 [wo WII w (Qnod 4) 在 一 个 周期 内 出 现 2 
次 ,此 不 可 能 , 同 理 2|w 也 不 可 能 . 因 已 证 w 与 w; 不 同 奇 个 , 故 
b] 的 博 形 不 可 能 , 702—123 (mod 4). 

引 理 6.4.5 bw .b C (D Aw (ne, ko). Fw 
适合 条 忻 DGO, W b 也 适合 条 件 DG. 

证 只 需 考 虚 与 初始 值 有 关 之 条 件 OF 4°. 而 AR. 对 于 
2,12 pI3HB|5bhzwu,—aus. 出 2h, — ah = Prag, aw aus t 
Ziwi- =a — Ca? /2)w, 17 Ca 2) (2 — aw, 1) (mod p). 由 此 可 
IB SAE PH 一 aho. 

定理 6.4.2 Bu fz( HERA,» HER meni 
d VEDONO. Ul 9o X u.d. (mod DHEER u Hud. 
(mod p°). 
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证 必要 和 性, Hw A ou. d. 《mod p, Bl Je APTE 产 使 we, =O 
(mod 2°). 由 此 推出 phe, -9 否 则 ,将 有 1 时 wu 二 0 (uod p) ,这 
与 引 理 6.4. 4 P JE. 4 b iE hw lu, (mod bp Onze0, ill fio 
=0, h=] (mod p),..h.u.(nod p) BH SBE 6. 4. 2 40 6. 4.3 
5n at Au. d. (mod p). 

充分 性 , bu A usd. (nod p) lu 适合 条 件 DOPO. v pla. 
pl. p-—2H9b2la.215. SHE EE n, fË x0,—0 (mod 27). 35 £—1 
时 ,由 条 件 DOS UI wow 不 同 奇偶 ,结论 显然 . r> Haso 
Bb.u.—n(/2) +, 

" iU, S10, d reussi 
—[ Gu — us * a/2)nd-u« * a/2](a/2Y 1. (6. 4. 15 

X HEU DO p> e= (mod 4) 21a/2, 于 是 21, — w * a/2 Ei 
[3] 4 35 Ceo, — ten * a/2)- Fw * 4/2250 (mod 22 7X n f f. 结论 
成 立 . 4 r>l BAKO 0 SPER a= lar 9/2, p= (a 
一 va4)X2, 而 

u= (a — 2) /Ca— B, 

10, = WM, F Uu. 1 

= (uw, — wa/20 (€ — BY) SA + (n + Pus /2 
" TL 
+ w Dol aje "af 


= (w, — wa/2) >> | 


a eo 


= (w — wal 2) >) 


men 


(3/2) 1 1CA/AY 


n 
26 4-1 
+ w Daol s] (l2 "caa. (6. 4.2) 
sa=2,b=—] (mod 4), pot; CAD Z4, pot; (CA/400 2221. X, £90 
By Ue cit 2? WY pot, ((22H- 1) D 2 pot; CC20 Disi H-:/2-4- e+ 
i2: (02—2-5ic2i. AU BS n= 2k WA 
w, = Gu, 7 usa/2)n(a/2)" +a Ca/ 2)" 
= (2/2) ! | Cun — weal 22" 1à-- 2/2] (nod 2^). 
(6. 4. 3) 
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下 面 对 r+ 用 归纳 法 证 明 存 在 # 命 志 . 夺 0 (mod 22. r= HA m 
BR. 设 对 一 1, 存 在 某 个 n= ko tE w =0 (mod 270, 151 E 
6. 4.5, ARP on, — 0. 
4 w= c RAC. 4. 3218. 
w= (a/2)" ! 27! [ Gw, —wva/2)k4-1a/2) (mod 2°). 
GU — weal 2) kH-ra/220 (mod DAR ALAR k AD ETE w= 
0 (mod F). 
当 p>2 it. pla ph, i pla. A=0 ow, DAREA, 4. 
1). RAE Dip), p} lw — aw. 故 可 求 得 适合 w,=0 (mod pz 
n. AZO Rt. ws DAREA. 4. 22. 此 时 有 pot, (A) i. 4 1770, 
R PLH pM, APRA 
pot, CADOLA — 8 7 €p— 1). 
pes 时 , 则 
pot, C2i+ I DACI AA 
. £73 时 , 则 
pot (2i) HE D/2 id 


A pot (ADDS. 且 知 当 且 仅 当 "n 时 等 号 成 立 ， Kit 
知 此 时 必 有 2+ 1 = 3. 
[538 , 8223,72» 0 时 

pot, ( (2D DALE 
因此 eR n= pk, p 宇 5 时 有 

W, mw, awe dat Ig k/2"+w, a" T 
ea" 1/2") (20, — aun) £g Rawo] (mod s). 
(C6. 4. 42 

由 此 ,可 完全 仿 p= 2 的 情形 用 好 纳 法 证 得 存在 BE zw 二 0 (nod 
Pp». 

33 6— 3 Bf BSR DOGO r22 时 AzÉ6 (mod 9). 而 3| A. d& 
A=0 XE 3 (mod 9). & 9| A. W| pot; CAD 27, FBR BAC. 4.4), 
结论 仿 前 得 证 , 24 3 || A Bb pot, CA) =: ERTH C6. 4. 2) 得 
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w= (a^ ?/2" [2v — aun) Ca! * BOE 


*(3] A)--a'wx (mod 3°). (6. 4.5) 
- [3] A= 3 «ara D r7 23 (4/272, 
fi k(k— 152 (k— 2) (A/352/2220 (mod 3), 


Srl w= [Ow awk Haun] (nod 3), 
出 此 知 存 在 = 使 w=0 (mod 35. BREREEIELZS EUR ,不 妨 设 已 有 w 
=3 29, 刚 由 (6. d. D 

wa 1/2) 3 [Q2w; — aus) (a: — A/3) EH alg] (mod 3. 
XX RED UG DGT !&— 2) 2:2 (nod 32 Z fc. HE E I| 4! 二 1， 
A/3==1 (mod 3), EJA 312! --A/3). 由 此 ,可 求 得 ,使 w =0 
(mod 3°). 

综 上 RICER DET EC m,  w.=0 (nod p). 
E plws UU to SUBE p SPP KS plow — awe T JE. Sp 
ti F b CIS h= ww. (mod p), NM] Au, (mod 
P. T] E50 u 7 u.d. Gnod p) SE b PR, oN. AT wA u.d. 
(mod p°). 
6.4.2 对 权 的 /一 一 致 分 布 

Ubro BIER m 周期 为 mmf. 车 对 每 一 个 swa tease Wns 
恰好 构成 m 的 完全 剩余 系 ; 则 称 w ve 是 f 一 一 致 分 布 的 ; 简 
记 为 f — u. d. (mod m). BAR, H f—u. d. (mod s BE u. d. 
(mod m). 对 于 二 附 下 一 L 序列 ,由 于 有 定理 6.4.2, 故 我 们 以 下 只 
要 研究 主 序列 . 

定理 6,4.3 设 卢 为 素数 ,人 (2,5) 中 主 序列 1 适合 条 件 万 
Cp), Wa Jj £u. d. (mod p), B. f —ord,(a/2). 

证 r= ER um n(2/2)7! (mod p). 此 时 P (pu =p, RE 
为 wor 三 a/2 (mod p). BCH C3. 3. 10048 P(p, up * ord,(a/2), 
即 有 ford, (a/2). FÆ (a/2) 21 (mod p). 这 祥 就 有 

Hes ig RFP) CXa/2)! 2 (e if) Ca/2)* Gnod p). 
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pp 一 1 t ptr. AE, : pii p I ES EE ea. At É 
的 完全 剩余 系 , 即 r=1 时 得 证 . 

3,713 HN O(a OWES OR AO — (c—-2a/2)*— 
A/A pla Ul] SE XE. 3. 3.13, 定 理 3.3.14 的 推论 2 以 及 定理 3. 3. 
15 的 推论 知 TEET 4 一 0 RBG p—2. EUR POP D p f. h 
定理 6.4.2 之 证 明知 ,(6, 4-2? 成 立 , 在 其 中 以 由 代 徊 得 


n -Gi—d AP feon- 
H, = Belar a? 'w/2 1 


= G/2r 35 g p |e (6. 4. 6) 
由 定理 6. 4. 2 之 证 明 可 知 ,着 = 一 严 十 疡 mis YS p25, BK pot, 


(A021, 84 p=3 H pot; CAD —1 H 1222 Bf 


PU aL 
现在 令 n=kt rf r= ptp CASU eA A BPS O1. B7 
—1£5810.1.-.5—1H[ chat p Oe RRR. Wa no eft 
EJA TERRY ordy Ca/2) |p “tord, (a/2)=p" F, H C6. 4. OA TR. 


psy = caj2y-77 $7, | mand a PX 
— (a/2)'"7  B(i-bF cf) (mod p. (6. 4. 8) 
假设 u 已 经 是 /一 ut.d. (mod p 7 , 那 么 由 于 iiem euren 
tasesCmod 大 7.28 a ADR OL. 97 —) ERE a PIT 
Xt. pun dn e A. 若 能 证 明 围 定 关 而 让 1 跑 过 0.1, p—1 
WE a AE u.s 跑 过 0,1, p —1 时 诸 torth p 
SH. AT PER BIECO 4. 70,25 pies Be pot, AY 1 it 


-1 
EEE NE SA) + etka) Qnod $7), 


BP ch OR ARK, MY AMT Op Bata tp 
JAB po BRL B+ p EH.. 4 DAUM ANS B 
AHNA R. BEE E RE SERE UE. 
4 p=3 H pot, CA) — 1 时 , 则 
* 268° 


a *\ (mod p^. (6. 4. 7) 


BG tem [7 HY aA 


Era a! Atc (ks) (mod FY}, 


EH e, (ke pg X 2536. 由 条 件 DONZ 350 A=3 (mod 9), X a? 
=1 (mod 30,24 A= (mod 9). $ B, +r DEB +r) —0 
ksd) (mod 3), A= fam =k t pf VU 

BQG- TÉ) amt 3 At Gn bata) Gat FTA T7d0)n-c 

3704 72)(0 74/3272 
zmn-4d-3 1A, + [m (n — 1) Cn — 2) 4- 37 A Gn Gn — 
1) en Gn — 29+ $n — 1) Gn — 222 Wa * A/3) /2 
Smt 37A H- [m Gn — 1) 02 — 227-2 * 3 AL ta? 
A/3)/2 
2° 37 A eG, i (mod 3), 
HOP clk, waa 因而 与 4 无关. Yah, A Beit 0.1.2 Bf A, the 
PRR. 由 最 后 一 式 知 ,此 时 诸 B+ eR Be, AN 
BAHNIN. 定理 证 毕 . 

由 上 述 定理 及 定理 6. 4.1 立 得 

定理 .4.4 Bp PRM. A vw € 02 (a 00 39 u.d. (mod poe 
w 为 — vu. d. (mod pce 适合 条 件 D). 

下 面 研究 对 一 般 整 数 模 的 一 一 致 分 布 问题 . WE m— 
PeeP 其 中 每 个 POSTEUR BWP. BH. 假定 对 每 个 in 
3 u. d. (mod PO BARR IC BEDS. Pfi, 因 而 由 定理 6. 4. 3,2 也 为 
f —u. d. (mod p). H C3. 3. 37 知 POn moHlem (Piss PLO ,我 
MEA mf. 

8]38 6.4.6 i wy f—u. d. (mod D, RE vo, uu rentar» 
HH cO parte on LET] 完 要 条 件 是 gcd Ge 22) — 1. 

证 ”充分 性 . 设 gcd On, A) — 1,001 4,24, 7 08 — 10A PE m GI 
SUARUM de XL AT Bones 0S Sm — 1.170, m— 1. WU weve iar 
Ws fees =e (mod m), V (5s Sea} m (0m ) 
H do 为 f—u.d. (mod m0 E usar fl m B.F- 
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必要 性 . 设 ged Gn, 202 1 WHE Oi jm. tE AT jA (mod 
mo». ix jJA= iA t rms, pu Wiri Waals 9 wear (mod m), BD x 
wi asf "m TUA. 证 毕 . 

定理 6.4.5 P mP Pow Eikla f;,—u. d. (mod 
m) i=l, t. 8 lcmCP f Pf —mf V Wi w 33 f—u. d. (mod 
ma) 的 充 要 条 件 是 gedon f) —1. 

wR P= pp 为 素数 ,上 且 不 妨 设 p< <p, »— ux PE. 
设 ged(m, f£) — 1.08 : HARK. (— 1 的 结论 显然 . 假设 对 1 一 1 结 
PERH. a F—P,L—P;eP,. H m=FL TTE Wigs Wat ya ttt 
wit» > AER PE 

UE UAE Uto Tere 

WU BF Hkh Ut UBL ert 


PUPP OC err TL 


epee Were o Ut ame 
Bü G DIU by Wir ore prs EN LL— MOSLELFE— 1. fip”— 
l.p P ged C m) =L, fB. Fi me I AF RHA 
有 . . 
bi EWH A, 
"VU ged (FA —1, 7. H5 6. 4. 6, XHB E i249 j—0, S, F— 1 
时 bf FEIR. ， 
U lem CP nV PLA HLS AE A gedim, /2-—1,Wl ged 
GL, f) 3. fll, PIP SH FSI F=f eR 
bit EU inf a 
V gedCE. i) m1. 7 HAA IE STRE 6. 4. 6 XT IE E B] ji 0, 
L1 Bp 688 LEOR FBERGBISIAD. 
UgcdCF DL) — 3, m-—FL,. hri RE E i= 0, L-1, 
j 二 0 下 一 1 BY b m E. 
再 证 必要 性 . 1% god m. A> 1. 则 存在 最 小 的 ;使 <: 时 ged 
(CP /) 1,18 ged CP, >. 2 LSP P,, PF=m/L, It F FIL 
8935: 05 FY Fee m. EASE B.A E RT AD i IEEE sb 
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burna R (mod F2, j LR ET ios m5, nod. F). h PAR A 
ES3.BlI—UDCEHDmILPROÓAB(ICHESOUGUEB LER. $ 
F'—-PaL'UPaoePGR B ESÉ-—SPIBSOXR(EmR—TESE 


Wy Wepre o tt" Uke cr irs 
G TU. EE EF 
m"-—-—————--————————— 
Whew DPF “a t Wap cee ys 


VPaFLFSFF'UfSX fil pp gdtf PE = 
LA ALS. 由 此 可 知 G 之 各 行 在 mod PH TRS. F= pf. H 
假设 ,加 1f dB ged(Cp F1. KM ole PRGCHG. PARR 
Bü T Wiri rts yn OSEE 一 1 Os jm F'— 1). 对 固 定 的 is 当 了 一 0， 
eH FI—1 时 ;出 于 ged CF" 20251. BE 8| PE 6.4. 6 CRE RRA 
Wk 2 MF REAR. L-—FLSWGIZGURBSDLOAHS B 
BZB-WCRE 工 不 全 互 异 . 定理 由 此 得 证 . 
6.4.3 对 任意 整数 模 一 致 分 布 的 讽 要 条 件 
FE ACHE A Jacobson! 83—- ZR. 
定理 6.4.6 BR pU X. e€DzG. DÀ u. d. (mod p), H 
相应 的 周期 为 声 f. 叉 设 vo HE m BET] IAS A RT STRE g E 
pta 则 对 任何 Osce m Oso pm. EJ dr =k (mod mh kss 有 
R(gEm,s—RGn k) J fecd (Fs); (6. 4. 9) 
其 中 RON .c)3€ c(mod NOTE (sw, (nod. NO) —r JAA A XE BK 
数 ， 
WE E Rnb —d. H d—0 时 显然 , 故 设 291; XR w Ek 
( mod m),0szn Ag i= l, d. SH OSs Em, VE sE (mod 
po Ol Pp. 
“om Hud. (mod p), I pA Æ pm, I pf 二 Pep, wm)|P 
(mw )=9,I% 5 pla IB. v- phm. A 
t=P(p'm, mw) Sle Cp" f.q? 
= pf fa/ged( fg) = pr. (6. 4. 10) 
V gedim, p'2—1, Bx t PER Ew, Bie CO. 4. 92, RUE 
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Sx 
m (mod m? 


w,= (mod p) 
EA dr AR n Eg Osa par 即 可 . 

Bii SU, tr E (mod 23] —8] 0 所 zx 之 pr 一 1 成立. 记 gcd 
Chg =A. fear. AEE c PRK OSA Le ALTE nA, 
=E À mod A2. AA we Æ u. d, (mod p OR) 4479. f—u. d. (mod 
PME A= 1,-" OEE cw, tE 

un += (mod p). 
由 周期 性 ;对 于 任何 OS yg /A--1 也 有 
wi + es/ = (mod p. 
现在 求解 方程 
n xq Adr etp yT. (6. 4. 12) 
由 nÀ.Gnod A), AJE n A Am... 
注意 到 ged(Cgz,q/A) —1, 可知 同 余 式 
pty=mi— em rood g/h) 
TUE HE y= vai fr Oscysg/ h — 1. MEI yo X (6, 4. 12048 
QLER Mout ET HET Yn) s 
且 可 知 g 整除 源 边 式 子 的 值 . ‘acd (per. =g RIT E 8 
Aa 


(6.4.11) 


gh=h(—m,+est+p’rya) (mod pgr)» 
它 有 唯一 解 C=C & Oper 1. A FIRE Cy 有 
n; t 6, qz A, Cent p yaf (mod pge). 
18 ES ISP AZIDE por MARKER SX. LSA 
边 之 公共 值 为 o W n= o HY (6. 4. 11 GE. 3 ile devel, 
cer Bb oa dr P. SULA oR. 设 有 o,— o5. 则 一 方面 
nt Eug o n+ uq 由 JH, q1m—n;. 但 On; ng, oon; i 
j 另 一 方面 又 得 
加 十 Cent p yi f— A feat p yu? Js 
由 此 f£ | A,— Ay. 但 OSCAR Auf. Ay = AV AE v. 这 就 证 明了 庄 
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v, H.E. 由 此 知 RO m 02z2dr. PATER SL. PRT A 
方法 来 订 算 {wtmod pa) —r- FERUTIOCOR PR: 


par = Di Rm) = ETE Rien 


严 一 1 2-1 
z 2s 2. Rn &)c 


= Wr. ROn, k) = pot — t. 
因此 ,必须 对 一 切 OSs pm —- 1, Rim RGO kbr 时 上 式 才 
成 立 . 证 毕 ， 

推论 1 pW yd. m € Osa 0029 u. d. (mod £2 X. Hud, 
(mod m). B. £P». 1w), T ro WA u. d. Cmod sin. 

证 ”此 时 (6. 4. 9) BATE EL R Gn OIAR ROS SR 
Com s) gd Ex. un BD BLUE. 

AFA Bs A PESE BS 

定理 6.4.7. wm € (5G, 009g u. d. (mod s Z REFER m 
适合 条 件 DG. 

iE 只 需 证 充分 性 .我 们 采用 定理 6.4.5 (fip Ee. vw i£ 
条 件 Dtm) .由 定理 6.4.4, 对 每 个 prim w 为 d. (mod ph). 
ate FERAE. 1 REESE. RI 2—31 铺 沧 已 成 立 . 令 m'-Pe- 
Pj; 则 由 归纳 假设 向 u. d. (mod mm) X P (m' w) — km 
Pifo tte Py aJi- pl pa > > p M SF | paa LES et 
1). pb bn! 由 土 述 定理 之 推论 ,二 9 u.d. 
(mod wi}, 

定理 6.4.7 若 采 用 定理 6. 4. 5 来 证 明 . 则 是 较 期 难 的 . 因为 可 
能 出 现 ged Gn: f) 75 1 的 情况 ,此 时 需要 作 技 术 性 处 理 . 特别 当 os, 
po ATH BL 2 或 3 时 ,这 种 处 理 更 为 困难 . 由 此 了 可见 Jacobson 的 定 
理 6.4.6 的 作用 较 大 , 1987 F, Jacobson 9 99 3| XT FEEN: 
RCE P] (ww, HEROS SHIRE m 几 一 至 分 布 , 简 记 为 aud (mod m) ,车 在 
ie BS FE — TE n. 周期 内 ,各 剩余 (mod on) tH BK BA AB 
FTU E. 他 证 明了 

定理 .4.8 对 于 mE {954.5 .35.90 5,7220), Fi- 
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bonacct FRAN 07.) Æ aud (mad m). 

证 he REA ARK , 现 可 用 定理 5.4. 6 证 之 . 极 易 检 
CF.) 38 E (E DO) 0). & mi € 2,4,3, 91. WE CF. Gnod 
nt)) 为 纯 周 期 ,周期 & {3,6,8,24}. 因为 5 不 整除 上 述 周 期 , 故 由 
(6. 4.9), 

RG'm 15) S ROn Er. 
容易 直接 验证 RO00—1,RG,1,072; RóA,0) — RÍA, 2) - RCA, 
3)21.R(4,D —3; RG,0) 52, RG,ID) 5 RO,2) —3; RC, D =R 
(9,8) —5. HRM RO, —2, BIST EL AE IS. m1; 每 个 R Om OI ME 
AAT AB e SE PO m STR. --r>0 时 定理 得 证 ,而 ~ 一 0 
时 由 上 述 址 接 检验 结果 得 证 ， 

除了 定理 中 所 列 m 外 ,是 否 还 有 其 他 sm GELS} aud (mod 
m)? Jacobson $ Ait GSLs m 1000 进行 了 搜索 ,未 发 现 新 的 适 
Sita. RE AEAT EIENEN TER ERASER 
ae ra. 

6.4.4 其 他 情形 简介 

对 于 高 阶 序列 的 ud. (mod m AE, Narkiewicz: * og. 
仅 对 3.4 Ur F—L 序列 知道 uw d. (mod zi) 的 充 要 条 件 , 但 是 这 种 
条 件 非 常 麻 需 , 这 使 人 觉得 有 可 能 找 出 更 简单 的 也 许 适 合 推广 到 
更 高 阶 序 列 的 条 件 . 对 于 无 重 特征 根 的 大 阶 序列 ,他 给 出 了 一 个 
u d. (mod. 办 的 必要 和 条件, 这 就 是 ， 

EIE 6.4.9. W mE lanean =AL Ca 5*0) LEH 
TEM.» ARB w 25 u.d. (mod. 22 8 BRA p BR w 的 
FURY, ^. 

证 反 设 pha. FHF adea mod p ;其 中 
HA (x), (2) Rae P 不 可 约旦 两 两 模 P ER. 由 定理 3. 3. 12, 
每 个 AG) AA p EER 9^ 107-0 (RE PO FG) Lem P 
Gr» fila), plP Gy Fo». 但 由 定理 3. 3. 1, PCo m — PG f 
(x)),3X 55 3 BH 6. 4. 1 PB. 故 证 . 

由 于 u.d. Gnod mmx) 的 条 件 较 强 ,于 是 出 现 了 所 请 弱 一 致 分 布 
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f^ EO Ue 35- , 即 设 整数 序列 !a AL ome LUI EXE E AB m 
iE AR A A > ata) ope LAD KB A EI CER SP RUE UE OE ES uU 
34 Ut EE LF SA RE wx 89 — BS fh IA wud Cmod m). X 
THE — BEI] E i a Ef SUB [6. 12 1. 

另外 我 们 指出 ,一 些 诡 献 已 把 F 一 L 整数 序列 的 u d. notai) 
的 概念 推 让 到 了 代数 整数 人 p-adic 整数 的 情形 ,并 取得 了 和 巷 干 
E emm ie RARER — Be Om EUS—Xt rdg i; rfe kimat 
OA XE .[5. 50] fpe. 35 PATE ER Tox Ur DRE. 

Fe fey FRSA Mt EF Ar BE aR F- DL IE AUR D AT AL CEDAR 
AGH] ER A PPB MY ee 
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第 七 章  F—L 序列 与 不 定 方程 


一 个 二 阶 FL 序列 中 的 各 项 ,通常 都 是 某 个 不 定 方 程 的 解 ; 
反之 ,一 个 不 定 方程 的 解 往往 可 以 用 F 一 L 序列 来 刻 划 . 由 于 两 者 
之 间 的 这 种 关系 ,F 一 L 序列 成 为 研究 不 定 方程 的 一 种 有 用 的 工 
H. 本 章 从 阐述 上 面 这 种 关系 入 手 , 接 着 介绍 有 关 的 初等 方法 以 及 
柯 如 一 Terjanian 一 Rotkiewicz 方法 ,然后 简单 地 介绍 了 一 点 Pp 一 
adic 方法 . 在 最 后 两 节 , 我 们 分 别 介绍 了 超 几 何 级 数 方法 和 Baker . 
的 有 效 方法 ,我 们 可 以 看 到 ,通过 对 不 定 方程 的 种 种 研究 ,又 反 过 
来 深化 了 对 -工序 列 性 质 的 认识 ` 


$7.1  —BrF—L 序列 与 二 次 不 定 方程 


7.1.1 Qs(a, 士 由 中 的 序列 与 不 定 方程 
iE mwec€ü;G.l10.1E0.3. DRS pg K 


roi = CCTM, (7.1. 13 
其 中 €=wi — aw) te, — Doe. (7.1. 22 
FRR wis. ate thw, 及 A= +4b RA C71. D (8 

(21.4, m aw A —AcCTE1D. (2.1. 32 
采用 $2.2 中 关于 相关 序列 的 记号 ,上 式 还 可 简写 为 

we A = ACFL. (7. 1. 3') 
由 .上 我 们 得 出 : 


3EJR 7.1.1 设 wEnzta;y 土 1), 则 对 任何 nE2Z, Cw, wo 
为 不 定 方程 
a? — Ay =4c(-F1)" (7.1. 4) 
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的 整数 解 , 其 中 < 适合 (7. 1.27. 
应 该 指出 的 是 ,在 一 般 情况 下 , Cu toD On EZ ABH (7. 1. 
4) 的 全 部 整数 解 。 
TESI 24 wou 为 fz Ca, 士 1) 中 主 序列 时 ,c=1; 此 时 (7.1, 3) 
aR yt T (2. 2.67), 即 
vi— Ani —ACEIY (7.1.5) 
ES 2la 时 , 财 2 [ty 52 | uj, TH 2 此 时 可 得 
(vj /2)! — AG / 2)! —1 
Cu 44/2)! — CA/ Aul, Sl 
当 2ta 时 , 则 21o. fl 2 |u, 之 充 要 条 件 均 为 31n; 在 《7. 1.5) 
以 3n 4X n 18 
(0,72)! — Alu. / 2) =C(F 1)" 
由 此 得 定理 TOI. 1 之 
Hi ule 28H 0.(2, 4D PERRI RAMKIEA , J 
1° Z2]|a BE anf Z sun DF Qon -i/ 2 ug 10 (0 € Z) BRM HARE 
方程 


z'—Ay-1 G7. 1. 6) 
和 x—(A/4)y!'— 1 《7. 1. 7) 
之 整数 解 ; 
2 Zha 时 (vsw/2 ,un/2) (€ ZI ^ ETE 
zi— Ay 二 《于 1)" (7.1. 8) 
之 整数 解 . 


[ 注 ] 当 4 非 完 全 平方 的 正 整数 时 ,利用 Pell 方程 z —Ay'—1 
和 一 Ay' 王 一 1 的 基本 解 的 性 质 ,可 以 证 明 当 nn 守 0 时 上 述 诸 解 
给 出 了 相应 方程 的 全 部 非 负 整数 解 . 
7.1.2 Pell 方程 的 解 的 递归 表示 

a€Z*.a1.4 bD Eh /aà—1-—5à YD 确定 的 任 一 组 
H, ELETERE. 


a bx D 
A= Í | (7. 1. 9) 
- x D a 


« 281- 


WW 4 的 迹 与 行列 式 分 别 为 


Tr CA) —2a.det A) =a’ — Di! =1 (7. 1. 10) 
Mig ABE 
i Xn y xD 
"= (nzz0ü) 
ya VD Ba. 


Wü] SB FEA Ges HE JEU OO, a, — 2 RE. 
有 


mM : "E 
n=l, z =a, y =, y ^b 
由 方程 的 等 的 行列 式 的 性 质 可 知 
dal A — det(A) F --1 (7. 1. 12) 
IPER . 
z,—Dyi—l (7.1.13) 
d Gru. va) Cree OEE Pell 方程 
X'—DY'-1 ' (7. 1. 14) 


的 解 . 由 关系 式 AUS A+ A, IIBER TEASE AR. 
Xie) = ar, + bDy, 
{on —br,.d ay, 
t=] yos 0 
pb Bis =No VD = VET, a VIF DY RAC 
15), WR (eos fs 的 一 阶 递归 表示 


上 fe De neo (7. 1. 16) 


X =l 


page Vit Dad sol 
Y= 
BZ. (a.b) (a> 1) R& Pell Zr RE CT. 1. 140 BE CE — £8 ft A 
而 a —1-25 D,WO.1.1),07.1. 1D 5 C7. 1.15); CT. 1. 160, 
C1. 1. 17) 均 分 别 递归 地 给 出 方程 的 无 穷 多 组 解 . 
为 了 得 到 方程 (7. 1. 14) 的 全 部 正 整 数 解 的 递 妇 表示 ,我 们 有 
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(7.1.17) 


下 面 的 : 

定理 7.1.2 hab) E Pell FE X —DY!— 1 HAR, N 
此 方程 的 全 部 非 负 整数 解 由 (7.1, 11? 或 47. 1. 160) 55 C7. 1. 1778 
表示 ， 

证 此 时 方程 的 全 部 非 负 整数 解 < 十 D y 可 表示 为 x 十 
VD yz Gd-b V DY' (G0). iil r=atb <DA Q;Ga, — DÈ 
特征 根 , 故 由 (2. 2. 978 

rd- s Dy=r — urt bu, 1 = Cou, Du, 1) bu AD. 
z= qu, Du, y= Ltt F botn) Bas 
y= bu, = yis Lb * ystt, a7 due 
BIE. 
对 于 方程 X"O— DY!— —1 有 类 似 的 结果 
. 定理 ?7.1.3 hath) Pell FE X!— DY'— —1 的 基本 解 、 
出 方程 的 全 部 正 整 数 解 (zy 由 二 阶 下 一 L 序列 


人 10x,-;— x. " 1.18) 
.l.1 
Za. = a da . 
327 20207 + 39 y. Ya 
pA 2 : (7.1. 19) 
vob, y =4a bth 


我 们 略 去 定理 7.1. 3 的 证 明 , 困 为 它 可 以 党 全 仿照 讨论 定理 
7.1.2 的 各 个 步骤 而 得 出 . 
7.1.3 PEAX Y =k 的 解 - l 

以 上 两 目 我 们 考察 了 两 种 比较 简单 的 特殊 情形 . TSE. ew 
Efzla, 十 1) 各 项 均 潢 是 某 个 二 次 不 定 方程 ,而 Pell 方程 X: 一 
DY 一 士 1 的 全 部 正 整 数 解 可 用 荣 个 二 阶 下 一 L 序列 来 表示 . HELI 
下 的 几 自 中 ,我 们 将 用 =: 阶 F 一 L 序列 来 疡 划 儿 类 二 次 不 定 方程 
的 解 集 . 

首先 ,我 们 讨 沦 方程 

Xi—Y'Lgrk C7. 1. 20) 

Ho c0, 7-0. 为 简单 起 见 , 我 们 只 考虑 方程 的 既 约 正 整 数 解 
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G3), BI zy HERE oO, y270 Hite. 32 1. A FEAT EGER 
2 BPR TAR AE SER HER AE HG. 
定理 7.1.4. 对 于 方程 (7. 1,240 SRR), y(n) EE 
示 如 下 : 
(02) Ef 
| 2h WY 
GOD. yin = Tek Herk) + (cb — crk 
E= c6 E kka Ck Coke) luck > Coke 
Y XE 2|c 而 4fc, 则 方程 无 解 ; 
BOA 4lc. X] 
GrGDO s¥ Gi) = Ga E + ak" ch" eh) 
C= åer R= Ryko s Ciki scra) = lek mE 
34 2|1k Rf 
LE n2. 
(ria) yin) = (Leki Tc, E," eene 
或 = {cki + Lak sek T Leaky") 
oc, RE GU nh) =1,2|&, BE 2 lka 
I 95 n 1,04 4|ck Bt 
GCrCID »yCI2) — tm mn ch=dmn; 
当 stek 时 ,方程 无 解 . 
由 此 我 们 看 出 :对 每 种 情形 , 当 cy ,cs 和 和 ;大 EE M r Ee, 
数列 GOD ,yn)) 均 是 二 阶 F 一 L 序列 . 
7.1.4 PEH X DY =c 的 解 . 
本 呈 我 们 研究 不 定 方程 
X'— DY!-c f (7. 1. 21) 
其 中 D0H 也 不 为 完 爹 平方 数 ,c 是 一 个 不 为 0 的 整数 . 
W uto YD 为 (7.1.21) 的 一 个 解 . BR ste VD EE Pell Jy 
- . 
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X'—DY'—| (7.1. 22) 
的 任意 一 个 解 . 则 显然 

(ate Datt V D) = (ustutrD) + Cos -ut) JD 
也 是 (7. 1. 281) 的 一 个 解 , 这 时 ,我 们 称 这 个 解 与 解 # 二 vw wD BAS 
合 - 为 了 以 后 需要 ,下 面 引述 [7. 98 PT Hie. 

引 理 ?7.1.1 方程 (7.1. 21) 的 解 x +e’ WD 5R uty V D 
相 结 合 的 充 要 条 件 是 

uu! — vv D=OCmod |c|) ru! —uv' =0Cmod le |) (7. 1. 23) 
由 引 理 7.11 容易 验证 , 铺 合 关系 “一 ”是 一 个 等 价 关系 ,这 个 关系 
决定 (7.1.21) 的 解 集 的 一 个 划分 . 划分 所 得 的 每 一 类 , 称 为 一 个 结 
合 类 ,而 引 理 7. 1. 1 怡 是 两 个 链 属 于 同一 结合 类 的 充 要 条 件 . 根据 
这 一 条 件 可 以 推出 | 

— luto v D)-ud-v x D,——v V D)-u—v YD. 

REE- TEEGA, DAS, 12D0mfJ uu v D, i= 
1.2, M me VD 显然 也 是 (7. 1. 21 BRE BB uo 
VD ,i—1,2, t fB18 —4-2& A hE RESTE RO E 
k=, WIP & 为 歧 类 . . 

对 于 一 个 面 定 的 类 ,我 们 用 下 面 的 方法 确定 中 的 一 个 解 
utoa VD vill v E E PEOR. v0 BE uto V D HUS vim 
FRA EIS Ln] mp3 PE mm 的 解 为 me 十 co V D ,因为 一 me 十 wm 
VD x — (us vs V DO d E rp dio u RE REHM RA 
X RE k PA m 的 解 cy m0 的 为 wo 十 vo。 v D. 这 样 的 解 utt 
DEOS REX. 

现 设 "一 六 盖 0, 下 过 的 定理 说 明 , 在 这 种 情况 下 ,方程 (?. 1. 
25) 的 和 解 集中 只 含有 限 多 少 结合 类 . 

定理 7.1.5 Buty YD 是 方程 . 

Ca - DAN (7. 1.24) 
UE E EIE NER pw PES VDE z'— Dy =1 BS AE AR, vul 
有 ” 
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oxuxy, VN /V 2s D (7.1. 25) 


— (ry tION (7.1. 26) 
XPcm——N.NTMOBHBI..RER T. L5 RE 
PH 7.1.6 Buty {DEFE 
uw—D-—-—N (7.1. 272 
的 某 结 合 类 此 B3 XE aS AE ;zo 十 Me wD 是 x —Dy =] HE E, 出 
有 


Ye VN 


Lm (7. 1. 282 
n 26rg—12 
Os [uo | SA] Hc DN (7. 1. 29) 
曲面 的 两 条 证 于 立即 可 得 


定理 7.1.7 设 忆 >0,N0,D 不 是 完全 平方 数 , 则 不 定 方 
程 (7.1. 24) 及 {7.1. 27? 的 解 集 均 仅 含有 限 和 多 个 结合 类 . 所 有 类 的 
AE AE BY oy CO. 1. 25) 07. 1. 260 807. 1. 280 《7.1.29) 经 有 限 步 求 
HH. uoto V DER & RAR. US E83 SER ute YD 可 
由 
uty MD = + Gd By», KD» — (0.1.30) 
表 出 Erg Cuty DOR t Dy =1 的 基本 解 .为 整数 . 
如 果 (7. 1, 220 CT. 1.27) 没 有 满足 (7.1. 289 C7. 1. 26) RT. 
1. 28). C7. 1. 29) 的 解 , 则 它们 无 解 . 
7.1.5. PEH aX HY =e" 的 解 
我 们 讨论 不 定 方程 
aX’ + bY? cp" (7. 1. 31) 
FER e—6qpqreq$.6—1 BR 2.2-uqu—g. em. 290.42—1,2, 
esp at KRM. 为 简便 起 见 , 我 们 还 假定 ab553 (mod. 4). Gab, 
cp)—1. 
4 mart yw. ERB ) 为 代数 整数 ,1 的 范 数 (从 Q(w) 到 
。286 - 


QU acp. AF pl2abiqid2ab.2«9,. BE peg: TE Qe) BORE. S 
pq Gre 1,7 OH Qw PARR UP pla Raila Gels. 
这 与 plax.qdex.G-d.e60 8.0 HE QGOrBd dm. 
id PEPP. p= 9.0, =1.- 45) 
XH T 2a|2ab.&k 2.0 TE QGuO Se. EG o£, tE Cad ae a— 
,2) 二 5. BET 107.25 e d 时 , 亦 可 记 为 < 一 多 一 1 进一步 .由 
于 gh 了 GG=1 8) .ph 日记 =acp: 因 此 适当 选取 4 的 符号 和 
=9, 或 和 ,我们 有 

(a) —at Cv. 
其 中 C$. 
这 时 我 们 称 (z.y) 基 方程 467. 1.31) 的 属于 理想 C, 的 解 . Fa 
FEG. 1. 31) E E RETE C, BERE CE E RBS TE ECL b 


at Cp = Cu). (7,1. 32° 
如 果 对 指数 ,方程 (?. 1, 31) 有 属于 理想 CC, 的 解 , 即 
af Cp" =a) 
显然 ,由 理想 论 的 基础 知识 有 
prem (1 (7.1. 33) 


iG 8 EGOR EKREN A HEE EH Xii v". 
EZ lw] Cab 了 3Cmod 4 的 最 小 正 整 数 . d C7. 1. 33) 可 得 ， 
n=L(nod AY}, 

反之 若 mn 三 Llmed A) Ff BC. 1, 32) 3X 3r UAC Xe adi 
aC p" = (OA SE. 

1B Asartaw, B] Gn 3028 C7. 1. 3] E. Hic 

4 azr(03- y (Owen L—rH (Am az(r) cy Goose. p= ut 
vu Bg CT. 1. 32) 0 C7. 1. 2330 FSR SER AAS LETT 

axir)-d- yO w= larl) t y GO) Ce tow" 
TEC ,我 们 已 经 证 明了 不 面 的 定理 . 

定理 7.1.8 方程 (7,1. 31) 有 解 的 充 雪 条 件 是 

CLOS PR q AEG, 2. 

( One LOaod F) 
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CHA C; 9-07 AH qq; Ra jm 1, ns LI 
tp — 0. 33 G0 d (OO UL AMES a BBR 
一 个 属于 理想 C OE BR. 

Eb n—L-—kH WC. 1. 31) 的 所 有 属于 Ci MESSA 
ADHRA: 

tarlk) +ylkhw= (ar) tyl m) ut wv) (7,1. 34) 
这 里 符号 适当 选 吉 ,Nw 十 vw) 二 p27， 

对 ob 三 3tmod 4) ,也 有 完 爹 类 似 的 结果 ,此 时 方程 (7. 1. 31) 

要 适当 调整 . 即 我 们 此 时 讨论 如 下 不 定 方 程 

ax’ +-by —cp, (7. 1. 352 
HR cemi ege e=] W 4.2-queqawquuam0.i—1,.2, 
s. p AAR ATR. 

类 似 地 我 们 可 以 定义 pjw 等 . RMA: B eEZ[w]. fd jwEZ 
[wj, 若 e 尖 4, 则 方程 (7. 1. 35) 无 解 , 若 s 二 4, 则 方程 (7. 1,35) 有 和 
定理 7.1.8 完全 类 但 的 缚 论 , 若 uc ZDwlB wE Zw] WA 
形 (e=1 或 e=4) 均 有 和 定理 7.1.8 完全 类 似 的 结论 . E yxEZ 
Le] i € ZLw 1, WA e—1 时 需 用 SH IUE RAE BAA. 

pup S DESC IGI I 1 中 定理 4 可 得 出 类 似 的 结论 . 这 
Mig. 

综 上 ,我 们 有 - 

定理 7.1.9 若 方 程 (7.1, 31) 有 解 , 则 方程 (7. 1. 31) 的 解 可 
按理 想 进 行 分 类 , 旦 方程 (7. 1,.31? 只 有 有 限 多 个 类 有 和解 ,其 最 小 解 
By Ze Ay RR AE AR. 设 某 一 类 中 最 小 解 为 ar(0)? 十 y(0)rw 则 这 个 
类 中 的 所 有 正 整 数 (zC&) y G0 PR EROS 

ctazx(E)d yGOw-az(0)-- yO) Cu- vie)" 
REFS EHEM, N Cube) =p ASW 93H. ort HOS p dE 
Q Cw) AY ESAE a ET. 
eg . 

下 夯 , 我 们 对 前 面 讨论 过 的 不 定 方 程 (7.1. 21) ICT. 1. 31) 的 
和 解 与 二 峙 序列 的 关系 给 出 一 个 小 结 . 从 7.1.+ 和 7.1.5 两 目的 讨 
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论 得 知 :我 们 可 以 将 上 面 二 类 方程 的 正 整 数 解 分 为 有 限 多 个 类 ,对 
于 每 一 类 解 可 以 排序 为 

CrCl) y OD GE(22 9 (230 n GOD y ODD s, 
并 县 (zk y COOLE 

十 art)y 士 fa 一 《十 az 一 II? 士 (aa 一 Troyfe 二 ze 
Her w= V'ab RV — ab. 24 w= abl +. 24 ve — 一 中 时 ， 
符号 适当 选 定 , 24 w= YB 时 ,wu 十 vew BE x! — aby’ = 1 的 基本 
解 ; 当 w= w ab] a pow SER 2+ aby =p" 的 最 小 解 . BIO w 
= abiti 


a(n), [xu wee} 

MAL va ujly(n—10) 7. 1-38) 
H C7. 1. 36) 可 得 eG) , vn) A e — BUE SI 

zün)-?ur—12)—-rn—1) 9.1.30 

y(n —2uyQ1—12— yn— 2) 
当 w= V —abht, 

r(n)| {u —vb|ijx(i—1i» 

(Fe) "a. Zg] (7.1. 38) 
这 里 ry 允许 带 符号 ( 正 . 负 号 ). 由 此 可 得 x60. y Cn) BOE 
& By P-L 序列 

—Zuzr(in—1)—"z(in—1) 
r(n)—2ur(n—1)—Pp"r(n (7.1.39) 


yin) == Quy Cn 1) — £f! y(n—2) 

gi J Fe fay T Ee 

定理 7.1.10. E UE 8207.1. 200, 07.1. 21807. 1. 31) 的 所 
有 解 均 可 由 有 限 多 个 二 阶 FF 一 L 序列 完全 表 出 . 

对 于 一 般 的 二 次 方程 

az! -Eóxy-- cy tdrtey+ £770 R cp’. C7. 1. 40) 
ECAR AGS EE ER e AX, BE — Sa GELD BOR G 
每 类 解 的 所 有 解 (x,y) 都 有 ;x 一 k,y 一 ! 可 由 二 阶 递 时 序列 完全 表 
it. 

引 人 注 目的 是 除 方程 67. 1. 400 29>, El BIER FEE HE LE C3 
包 个 解 , 并 且 这 无 穷 多 个 解 可 分 成 有 限 多 个 类 ,和 且 每 类 解 可 由 一 具 
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n 阶 常 系数 线性 递归 序列 完全 表 出 的 不 定 方程 . 也 就 是 说 目前 找 
出 的 能 表示 某 个 只 有 有 限 个 类 解 的 方程 的 某 一 类 解 的 二 阶 递 归 订 
列 在 本 节 均 已 给 出 . 


87.2. 初等 方法 (一 ) 


7.2.1 ESI] ea 

WE a0 是 一 个 整数 , 若 对 于 任意 质数 户 当 pln BA p 
WUE ”是 一 个 桔 数 . 关于 短 数 问题 ,Erdos,Golomb 等 有 过 不 多 
OH HIRE T ip aes SO 

ATH ERA GE EE n DF PR BA, 

|. T m0. SE VS REUS PREGA, 32, FARR 
SEU ARTE ARH AK GO S 

2. JE mÆ m de AVIRA TERS TARZ 
E. IÉGRBYUEHDR 25633 SH 
1988 4E, KRUC REZU UEM eR USES UST Iul RE 1， 
计 晶 基本 上 回答 了 问题 2, 其 证 明 是 构造 性 的 . 文章 发 表 后 ,他 们 
注意 到 了 W. L. Medaniet tR. A. Mollin 和 P. G, Walsh *717 35 
在 1987 年 也 回答 了 上 奈 两 个 问题 ,但 其 证 明基 本 上 不 是 构造 性 
的 ,1988 年 .Nollin 和 Walsh"? 纵 出 了 问题 2 的 一 个 构造 性 的 证 
HAE SCL. SI AEE 一 致 前 , 下面 介绍 的 结果 天 都 是 源 
PAL. 81. 

3]|3B 7.2.1 [R msE0 Dg GE BM. E XR RR Go = 
LFE D— i — 27-0 Jg dE Sc Ee PAM. 若 不 定 方程 X DY IE] 
hate DREO D=1. 0 m npCAORIBRPUORÉECI XS. 
Hot RR Oe BA SE SP HETET EAAS ERI. 

UE Xt Pell FE X'— DY!— 1 的 基本 解 为 xm 十 y。 Y 万 ,由 于 

Xa ^ Yà iD = la, 十 Fo “DY 
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paz 1j 
+ 之 |a 十 ES k- uy D /D 


H X*'—DY'—1 有 解 (z 十 y DIH Cy, DD = 1.8K y ly Cree 

D)-1. BAW E X! — DY! =m AR kot V/ D ,现在 我 们 证 明 在 结 

合 类 MAY, V D — Go V Do Gs y VD) qi t 
1 D|Y ACK. = 1. 

由 于 x2 Di , MG Hoyo Gro — Koyo =] (Qnod m). X. 


zi-l 
E] 
+ >> | oF * Em as un m)! 


Z incl 
QUI n 
SM boa En 
.| Ax yo) 
>| 2i [4 ang 
= h pue (mod 7m) 


| + IM j| 87 olor? 
== A, + yoko)‘ God m) 
由 于 Gem =1, Gars tH yod mi) 一 1; 故 对 任意 正 整 数 , 均 有 
CX mol. 
其 次 ,由 于 
tH 


3 
posu k ae ; 
Y, = > M xS Hy D, + DA o; ja zi Ly gt py 
QV Ui P-9 1 


ao 


k—1- 


= q? 十 kor yo mod DY 

he» D) = Gsm —1. Ga D) —1, Gy DSL UR IE SER k 使 得 
M4 k=h (mod DIT, Y,=0 (mod DOH[,Xi— D'Y? =m, H Gm, Xa) 
一 1, 引 理 得 证 . 

引 理 7.2.2 Bm 为 给 定 的 整数 , 苦 有 非 完 侈 平方 数 a> 0.) 
>0 HE G.6)=1,a—b=m. s H Pell HB X! —aóY' — 178 E x-- y 
V D HB Cy ab) —1, Vl] m RT FER ABT dE SE SF IRURE RR 
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之 差 , 且 表示 的 方法 有 无 穷 多 种 . 
证 hF X aY =l ER xy YD 满足 (yyab)=1;, 故 
Pell 方程 X?— abY* —1 的 基本 解 ze 十 ye vabi E Cyosab) — 1. 设 


te) 


k mM 
z oy “ab = 2i pi] Bot Cab 
1 
Re 4- 2i—] f+] ab i b 
+ 之 PME ve (by Vab 


H F aX! — b= m A a 十 vv EX, da tY V o = 
(vat V b) (a 二 ye V 906) 仍然 是 方程 aX: 一 5Y? 一 mm 的 解 .下 
HERT E X. va tY: Vb eR GS E ERE |X, B 5l 
Y. Im CaXi tY) —1. 出 于 
L$) P 
X, 一 >| a] xj y aby 


7 " 
+ Day h t» ca 
= r, + Abr :yn (mod ab} 
ik X= ro (mod b), ALM CX4, b) = Gr b) = 1, Xu an! Gn + 
byk) Gnod a), (Ga. 52 — 1. Cy ab) = 1. WA ER k 使 得 当 be, 
(mod a) 时 ,及 ,二 0 (mod a). 

SEES UL B de HD Yaa) —1, EUR IE ER k 使 得 当 em 
(mod 5) 时 ,有 Y,=0 (mod $). H F (2,5) — 1, H PT 5E EE AIR IE 
We ey ob, (HFS =k (mod ab) AY, k= k (mod a) H =k, mod b), 
iE X0 Gnod a) A Y,-x0 (nod b), 此 时 念 一 a i 一 Y's 
WA m-—2Xi—B8SY?. h F Xi tby Y= ayt ds WB eX, 
—by ¥,=2,' — aby =l, K YSL, Ait aX 6¥)=—(4,, YD 
=1. 引 理 得 证 . 

现在 我 们 应 用 上 述 引 理 给 出 问题 1 及 向 题 2 的 解答 . 


定理 7.2.1 i m0 为 给 定 的 整数 , 则 wm 可 真 表示 为 两 个 
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BRE (GIDBEURGR MERR RAAD ,其 中 的 被 减 数 为 
完全 平方 数 , 且 表示 法 有 无 穷 禾 种 . 

XE 我 们 只 需 在 各 种 博 况 下 对 所 给 的 m 取 0 验证 引 理 7.2.1 
的 条 件 完 全 成 立 ,详情 如 表 DOC, P. 294) 所 列 , 故 定理 得 证 ， 

定理 7.2.2 Wb mw 为 给 定 的 整数 , 则 :x RRA IESE 
方 数 的 者 数 之 莽 ,并 且 表 示 的 方法 有 无 穷 光 种 . 

证 当 mw=1 时 ,结论 成 立 ,其 证 明 可 参见 [7. 3], 3E TR PC. 当 
m1 时 ,只 需 依 各 种 不 同 的 情形 验证 引 理 ?. 1. 2 69 E PE 2E 
DAS i PE I, P. 295) 所 刚 , 故 定理 得 证 . 

从 上 面 的 证 明 我 们 看 到 ; 当 0252 (mod HA m=O (nod £) 
时 ,文献 中 还 没有 对 m 按 模 分 类 给 出 一 个 统一 的 构造 性 证 明 . 因 
面 自然 提出 以 下 的 问题 ， 

问题 ETI m= (mod DA m==0 (mod 8) 按 模 分 类 给 出 
一 个 统一 的 构造 性 证 明 ? 

当然 , 舌 数 问题 远 不 止 这 些 ,很 多 问题 都 是 十 分 困难 的 ,有 闪 
趣 的 读者 可 参看 文献 [7. 2] 和 [7. 7]. 

7.3.2 Stormer 定理 及 其 推广 和 应 用 

利用 Pell 方程 X?— DY? =1 P He eg PE fI. Stormer 得 到 了 
一 个 十 分 优美 的 结果 , 即 下 面 的 

定理 7.2. 3(Stórmer 定理 ) Brey 是 正 整数 ,满足 Pell 方程 
X'—DY! =+1(D>0 且 非 完全 平方 数 ). WE y 的 所 有 素 因 子 均 
E DW ty V DJ&3r B X -DY — 1 的 基本 解 . 

1967 4E , Walker’? "9 iK 7 F Stormer 的 结果 ,1989 年 , 孙 琦 和 
BZ UME T Walker 的 结果 的 一 个 简洁 的 证 明 ,并 甩 将 其 应 
用 于 解 一 类 不 定 方程 . 随后 , 草 珍 富 !555 用 同样 的 方法 得 到 了 一 类 
不 定 方程 的 所 有 解 . 1991 4E, 8RR T XX FCRI HE ER ARR 
HET" BUA AX? — IY! 22 和 AX! — IY! —A,3bsR 48 T ILER EE 
的 所 有 解 . RUE. REZAT Pell 方程 的 又 一 个 深刻 的 性 质 ,并 
zx [7.94]. [7. 95J] 中 将 其 应 用 于 不 定 方程 而 得 到 一 些 深刻 面 有 
趣 的 结果 ,其 证 明 方法 完全 是 初等 的 . 下 面 我 们 即 介绍 这 些 方 法 和 
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m=] (mod 4) 


m=3 (mod 4) m3É0 (mod 5) 


m=3 (mod 4) ,m=0 (mod 5) 


= 2mm =l (mod 4) ,m3£51,5 


m= 2am mig 3Cmod 4), 
mizÉOCmod 3) 


2m mi z3mod 4), 


pe 


ao D Tr bm+1) 
1 | 1,， 
oer» ge +6m+25) 
1 1 ， 
y m+) rat +6at+ 1) 
L mtt) | E mtm + 
2 Mi E 4 Hi FERE] 

3 7 

11 111 
F onta 3 Gm? —2m— 9) 
1 1 i 
3 Gm» Om —2m,T1? 


2m+1 


dm 4-1 


295+28 ¥111 


(9m —1) V D 


(Bn! 3-2 2-40 y D 


m | a | 5 aby ab ] . 
mel, fbn (nt +2m—3) dp — 2m —3) 村 om 一 5 十 WA m 
3|m Gm 2m " Lm —2m- D l(on—5)48 ab 
2 7 5 6+ v35 
m=2m tm Gm 71 |A GI 2m +3) Z Gt e (Lomarti) tE m Va 
m= 2m Dh 3m 41 o Ins 1 Ln 2m, —1) (Lem 3) 1] Los D vab 
| m-4m Pm | miLimd2 | mimi Hc Gn +2) Gn Aj! De Gm! +1) Gre +3) 
| 2m 2m tl | dn? — 2m +1 Gmt HDO +H4m? vab 
mm — Am «2 fom 0 或 nan tl) 或 2m)—mHl RUm 4-29, + Dba, V ab 
EE B Im mtd RM 2m’ — 3m +1 Bim! —2mi—D- im vab 


+ 社 ; 这 两 种 情形 是 由 Molin 和 Wash fr id. 


结论 . 为 此 ,我 们 先 给 出 一 个 引 理 

51 7.2.3 We>l 全 1 为 正 整 数 , (D= u IFRS EF 
方 数 ,如 果 不 定 方程 

k&X'—IY'—|i (7.2.1) 

有 正 整 数 解 . Ha, Vk ty vf 是 此 方程 所 有 解 >>0,3y2>0 
中 使 > Ey v7 最 小 的 (为 方便 起 见 ,我 们 称 x X oy 
V 为 此 方程 的 最 小 解 ), 则 此 方程 的 全 部 正 整数 解 r,y 可 由 下 
式 给 出 : 

avktyV¥ lata VE 0 (72. 2) 

证 Basr Ye ty {I dea k ty si. =a 
+5 VUE Pell FE XRY = 的 基本 解 . 容易 验证 ee 均 为 
rf x'—kuY'—-11mg.rRIE XE ntoh Dh, a9). 
=r: ed pre, qi AUN l . 

- = (7.2.3) 
现在 ,我 们 来 证 明 y= eo", BMWA 19e. BD aca eeN 1 
kr," —Lyj =£ > 由 此 可 得 

<r Hk —y, YUCK VETY AT «x Jk ty VE 

(7. 2. 4) 
Hp X= =ar —byl,Y =bak—oey,. RA XY 是 方程 <7. 2. 1) 的 一 
组 解 . 

如 果 IX V EY V dox, Vk by, V TECA v E Y 
V LXX Sk — Y JT)=1 M0<x VE 一 Y VE «T3 2X 
VE>0,X>0, ELE 2Y VP =X VEY wi)— (KX VE—Y 
V 1)2»1—17—0 54] Y>, 0 (7,2. 4) ES e, 是 方程 47. 2.1) 的 最 
DETH. | 

JR OX VUE EY VULP X Vk-Y T> h 
xm; v Ào—y, SEK SR+Y VI, 

1«X /k—Y Ai <n, AR ty lil (7.2.5) 
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于 是 可 得 2X Sk 290,X790,04 RR —2Y VI =X VR —Y VE 
— (OX VÀ Y V 1)21-1—0.5 —2Y7»0. 87. 2. 5), SS e 
最 小 矛盾 , 这 便 证 明了 pe? ALA C7. 2. 3248 48 83 一 拍 25 BE 
(7. 2. 2) 成 立 . RS ERR 290, 07.2. 2028 C7. 2. 1) 的 一 组 
解 Tsy- 引 理 得 证 . 

定理 7.2. A(Stórmer 定理 的 推广 ) UE x Wk v IBI 
Fi (7. 2. D HOE Ee HF WA 

1? 当 = 的 每 一 个 素 因 子 整除 上 时,z Me ty Ve Sey 
VE 十 yy AOR xm Sa 3n OHD k= Mn e RH 
程 (7, 2.1) 的 最 小 解 ,s 为 正 整 数 ; 

2) 当 y 的 每 一 个 素 因子 整除 1 时 ,x VE 十 y Vk nu 
v ty VT 或 y=3y 31 BG 2/48— y! ,有 3" 32/41 
= y! c; RUP RR CT. 2. 1 的 最 小 解 ,5 为 正 整 数 . 

证 Like, vk ty V Eom Gn E Ey) vi)',t>0,2h, 
其 中 xz vty wT 是 方程 (7. 2.1) 的 最 小 解 . 并 设 所 给 (7. 2. 
DEBE x VR =z, Ak +y Vi = (rl V ky WE > 21». f 

Æ rn. M RT. 2. DBA xz,1zx,; 因 此 如 果 x. 满足 -了 其 到 的 条 件 ， 
则 ac. 也 满足 同样 的 条 件 ， 
ME x, Ve ty, 不 是 最 小 解 , 则 有 n1. AFERE 
pr pla.z, 的 每 一 个 素 因 子 均 整除 ,此 寻 zx, 适合 
zy V R +y V Em Gn V ky V LY 
& 


Te ~ SH jou FH quy (7.2. 6 


HT zx MEL Bq WE Be RAE, 由 定理 的 条 
PSN glk, C7. 2.6) 给 出 gjp(y 所 ,而 (9;4y1) 二 1; 于 是 得 g1p,9 | 
现在 我 们 进一步 指出 , 当 p>3 时 ,之 无 平方 因子 ， 否则 ,可 设 
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pz zB. 2.6) 式 得 出 E EL py)? ,这 不 可 能 . 因此 在 923 
MRENA AA e p>3 Ay (7. 2. 6) 给 出 


之 一 >| A h Qytyr > p 


BRIKA. 1 Attn REAP 3 的 质 因数 . 现 设 n= 
3°, fl ;此 时 zs ass 而 


ER + 32 y) — ant bT-3 1 = dex? — (7 2.7) 


aF? UL ICE T ios. HG'-3)2/Ak— axi, BR t 
>l, — 2. DA Shay. 此 时 ， 如果 二 3， 则 DD 已 得 证 ; 当 2 一 3 ， 
FA NE leomlo RUJE x VR ty, VT =O Vk 十 
yy V1 ,由 此 推出 

Cae syst (7.2.8) 


由 于 Ex; — ls? = 1, RE Guil, Ba “的 每 一 来 因子 整除 上 


RG.2. 0 HEMT? = 34 AZ ;代入 {7.2.8) 得 

3^ = 235-381 (7.2. 8) 
显然 18r Wee 3x C7. 2. 9978 9 (34,72, 而 3? 
yil i —3 JE ARSED ml 时 必 有 n—3. D Hlc BE. 

2)5 DAW HAC. 2 DNR m VE Hy VT — ux. E 
oy, V E — Ge M Bey, AE 2h WME ndm HO d (7. 2. 225 
和 | 加 :因此 ,如 果 y 满足 定理 的 条 件 ; 那 么 y, 出 满足 同样 的 条 件 . 
WR x, Vk +y Vu 不 是 最 小 解 , 则 及 >>1; 上 生存 在 疝 案 数 p,p 
Iz sy, 的 每 个 素 头 子 均 整除 2 H 


2 


dia MIT Py ety (7. 2. 10) 
X j= oi 2 


ii F2* 21,8 o172 o DAER AET, UE REB AR PERI o 
GG. 2. 1055 i g= p.t 4 pà eS TR 


= p. Ft CT. 2. 10) 8072» p. i FAG C I5 un 不 含 大 
于 3 的 素 因 子 . 现 设 g-—3' AI ,此 时 ve. va» BD . 
xy -L3àzi— iyi 314-1) — Aly! -3 (7.2.11) 


BT 的 每 一 PRAPER LEY =3 se 1, ALC 3) /4l= yy. 


ác. 2.11) 知 s21, B. Fy. 此 时 ， 如 果 n—3. i] 22 ELE BL SE. Yn 
2-8 A> 1 UAT ys lon ele B. 


s mL arik (1.2.12 
3 


BUT Os Ly) 1 ROY E REIR SP MER 101.2. 10 RE = 


Benz tL FRA C7. 2.122 8 3! = yt 23. EH B As PIC A 3 yo tE 
前 式 不 可 能 ,而 2) 得 证 . 

定理 ?7.2.7 DE D>O DARE TAR tD. ABR 
> 1 1k =1 MHD. EIST IRAP AX IY! cR BRL Ru 
由 DHE. 

Dw D> 0, D ARGS P2; X .2- D. AA REX 2 O= 1. 
如 一 也 ,使 得 二 次 方程 EX" 一 了 :一 2 有 解 , 则 有 7 唯一 决定 . 

3) 设 D—0,D dESE OE ZI EG 2 4D. EUR OEIL 1 LG 
DSI ,各 一 万 ,使 得 二 次 方程 RX!—1Y5- ACH REL A H1 D nE— 
证 R D> 0,D SESE SF YO AED. Pell 方程 入 ?一 
一 1 可 解 , 设 其 基本 解 为 6 一 zo 十 yo v D.W Cat ilS 
D. AF GV 160—125 2/,8—0 LR BIE Ro sos yi: 
yi BERE Gn D = ls loo Ds vio 2 Ayo xo bl = 2 koy 0 一 1 二 
2 lys). 涩 分 别 取 1 和 0 了 时, 分别 得 到 二 次 方程 区: Y= 13H 
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EX! —LY'—2 888i y. ti Pk EIOS & 0 由 品 唯一 决定 . 
往 证 D. 车 二 次 方程 RX'—IY!'— 108 ROG y) ,两 边 平方 ,得 
Ck — 3) h(t2ry) = 
BE GE! —1)--2xy vR ED E X DY =l 的 解 , 因 而 有 正 整 数 
rtf 


(kzx'—1)--2xy V E =e — [Cyr +1) - yo N El Y 


于 是 . 
2r — 125 Y —20y 41 (7.2.13) 
对 uyM--1-8 e 十 时 两 边 取 模 24,, 得 222 十 1 二 1 (mod 24) BUR; 


iy =0 pe is) (7. 2.14) 


ir 为 奇数 ,对 oko! 1 57 py HR 2 如 ,得 tks? 10 1 
(mod 225), EE 

k2x"==0 (mod &) (7. 2. 15) 
X hx? S) = Gat) = 1, Cer?) = 1. ARS (y! k) =l. 
再 由 (7, 2. 140, C7. 2. 150 及 bod =a, RII 4 一 At 一 和 着 > 为 从 


数 ,对 Qe? -1—©2 cs fo Fe! 两 边 分 别 取 模 2 加 和 27 得 
sh 1 (mod 2,),2(y'—120 (mod 2) —— 
BUT Ga 42 1, ELI, kr =l (mod E44. B & ER A= 1,8 of 
m. 
2)、3) 的 证 明 类 似 , 故 略 ， 
由 上 而 介绍 名 几 个 定理 可 以 完全 解决 下 面 的 一 类 不 定 方程 ，; 


.yc 一 1,2, 或 4,21n (7. 2.16) 
Ht a hf E IEEE 1. b y tn 为 正 整 数 的 参 变 数 , 且 当 € 
—2 R 4 Ut, 2ta. 
如 [7. 94] 中 证 明了 方程 7. 2. 16026 2271 的 正 整 数 解 . 
同时 用 .上面 介绍 的 几 个 定理 可 以 通过 Pell 方程 的 基本 解 完 全 
解决 不 定 方程 
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kap az — pen b 0,071. 2 3 4 (7. 2. 17) 
EP uda burn, EHEDEBEBE mem yu ern 
非 负 整数 参 变 里 ,并 可 根据 D MAS ot RR PY 
某 些 方程 

xi— D45—c.c- —1,22,—4 (7. 2. 18) 
的 无 解 性 ( 见 [7. 95) 


$7.3 初等 方法 (二 ) 


7.3.1 dx 

利用 ?7.1 中 介绍 的 二 次 方程 的 解 的 序列 结构 ,通过 讨论 序 
列 中 元 素 的 横 的 特征 有 元 素 之 问 的 相互 关系 ,再 运用 二 次 剩余 符 
号 等 初等 方法 解 不 定 方程 ,有 时 会 得 到 一 些 章 厚 不 到 的 结果 . 如 
1964 年 , 柯 召 和 和 孙 琦 00 SW ylier ^ © Cohn? 814} Sith We ah FOR E 
方法 证 明了 第 一 类 和 第 二 类 Fibonacci 数 中 除 已 知 的 平方 数 外 , 没 
有 其 它 的 平方 数 . W. Ljunggren, Modell, Nagell, Cobn , Bumby 、 柯 
8 RS BST Ax! — By —c,c—dXl +2, 士 4 的 一 些 结 果 ,其 
中 Ljunggren 的 一 些 结果 基 很 深刻 的 , 然 厕 他 的 证 明太 都 用 到 
Skolem 的 p 一 adic 方法 ,四 次 域 的 单位 和 复杂 的 计算 ,其 它 方 法 大 
都 是 初等 的 ,但 很 多 情况 都 还 没有 得 出 和 Ljunggren 一 样 深刻 的 
结论 . 近年 来 , 郑 落 助 , 马 德 刚 , 届 明 华 , 罗 明 ,Brown ,Cohn ,Stroek- 
er, Mohanty , Robbins, Abahecol 等 又 用 这 一 初等 方法 完全 解决 了 
用 代数 数论 方法 ,Baker 有 效 方法 和 Skolem 的 p—adic 方法 已 经 
解决 和 还 没有 解决 的 一 些 三 ,四 次 不 定 方程 .二 次 联 立 不 定 方程 和 
一 数组 癌 题 . GE I [ 7. 211— [7. 39 D ,然而 ,这 一 方法 是 否 对 所 有 
三 ,四 次 不 定 方程 .二 次 联 立 方程 和 一 数组 者 有 效 ,特别 是 对 z* 
—1y'— 148 ES m Umm AT EL Be, BH E. 
述 铅 题 将 是 非常 困难 的 . 

下 面 我 们 介绍 Ljunggren 9 fal zi s gd e BU 77 Fe, 
方法 得 到 的 几 个 结果 . 

* 30i- 


7.3.2 不 定 方 程 Ar — By =cle=4,1} 
这 里 我 们 介绍 1967 年 Liunggren[ 7. 39] 用 初等 方法 得 到 的 一 
TA. 
设 A.B 为 给 定 正 奇数 ,并 设 方程 
Azi Bei (7.3. 1) 
ff VE Bt AAR xn. 又 设 tt 为 它 的 最 小 正 奇数 解 , 则 它 的 任 一 正 
整数 解 x, .zs 由 下 式 给 出 : 
FeAl Ea B= Coa By (7.3.2) 
这 里 当 A0 人 时 ,x 为 整数 , 当 .41>1 时 ,nn 为 奇数 . 
定理 7.3.1(Lijunggren) 在 上 面 的 很 设 条 件 下 ,不 定 方 各 
Ax*— By aad (7.3. 3) 
i Erg AE eR. A aA H As — 352. c= 
和 <—=Ab: B a=? 目 A-—3 SK WR =A a5? H 
Ata’—5Aa*+5= 54! WIL GU — 8 5A. 
定理 7.3.2. XE EXER RARE FEE 
Axr — By =i (7.3.4) 
最 多 只 有 一 组 正 整 数 解 , 且 若 r= 和 y 一 yi 是 其 解 , 则 


a AP y BY? = A +BY), 


在 证 明定 理 7. 3. 1 之 前 ,我 们 引 人 一 些 记 号 并 证 明 一 些 引 理 . 
doe ARM RU QUOD) (D 2» 00 A $8 2 958 2-1 的 单位 ,< 表示 其 共 
Su hy BP se — 1. | 

我 们 引入 下 面 一 些 记号 ,这 里 "Hm. bat HER 自然 数 ， H E 表 
奇数 . 
gn gm 

E— E 


DP, (sy) — PEAL Hieen GOTH a CE) 


Hal) = ff, 


Q, (ey et uel yy 


"n bean E) — Hic. n Ce) 


Re +e” 
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e) —4— (ete 4-2) (ete! — 22:0 (mod n). 假设 R,—:2 (mod n), 
平方 得 R,'—R, 42-2224 (mod n), HI R22 (mod n) BE CN ) 成 
X. . 

CV HI Q;CGO — Cote Y — (e- 6€ 2 — 1 18 er ei (ere) —2 
— (ete )—1 (mod QGODO 因此 e* tet — Ce te?) (e - e )! —2 
(e+e ) — 12 — (e+e) (mod Q; (E)) 
AHA ES R= (e+e )— 1imod Q,COD I R= (e+e) 
(mod Q: eD A Ry = Ce +e} —1 (mod Q; E) 
BEC VORE. 

引 理 7. 3.2 Bete’ AES QC —27 0,2) = 32 MQ, 
(e) — 22" HEN. 

HE FRNA QOO —QuCOQ GO alu 3-34 —3) ,3X Bese 
Te —1. BOC) =2? 则 


u — 3A! ul d-3u5—3— 32 (7.3. 7) 

或 uh ,u!-d-34—3-E ' (7.3. 8) 
(7. 3. 2) mod 9 H £*zs—1 (mod 9) 不 可 能 ,(7. 3. 8) 给 出 

A*4-3A4'— 35— e (7.3. 9) 


HT 2j Rz348.24*0-35À72R2h'4-3h— 1,83 A-3H[C.3.9) 
不 成 立 ， l 

34 a= 时 同样 不 成 立 , 当 上 =1 时 给 出 s 十 e —2. 由 于 得 出 ee = 
1 不 可 能 ， 

由 方程 QOO —32! BG u= 9A! iu 4-3u! —3— 28, X. «70 (mod 
3) 不 可 能 . 故 us = 25 7-3 -—3 2", Al 94 --125*!3— . 由 
JE, $8 1H :2 (2A? 3 12 CGR 2-28! — 12 = &€* — 1, (B. 2At 2- 2A? — 15 — 1 
(mod 4) 故 不 可 能 . 引 理 得 证 . 

引 理 7.2.3 En AER APAT HAH qm3 (mod 4) 
WRAL ete’ Ja HEEL ete +2=0 (mod w), M Q. Go — nz 无 整 
fs. 

证 $ n=mgs (ng) =1, RMA IQQ —Q.GOQ G2 = 
mg. 由 (7. 8. 5) 8I Qn CARI Q, CO H9 3 ESL TERIS q. 由 (7. 3. 60 知 
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Q..(2)==0 (mod 9) H Q,CGe7)2—9g (mod git: 
Q. (GO) =mh,? .Q, GT) =ghi 

最 后 一 个 方程 给 出 AY 1250 (mod DF. 

3|38 7. 3. 4 nzÉ5 (mod 24) e+e WA BME ete +2=0 
(mod 7°), lll Q, (e) =ne 没有 整数 解 . 

证 由 引 理 7.3,.2, 我 们 根 设 n1 (mod 4). 首先 证 明 act 
cb: 为 整数 不 可 能 , 我 们 有 : 

QO +1= e+") (Hi Hi) 

4 u=. (4.2) =1, 9221. WR, 为 mi 十 1 的 一 个 因子 ,页 
C—n/R,) —1. 由 子 易 证 RR, 三 一 ] (nod 8) 且 由 引 理 7. 3.1(N) 知 


Rs 三 2 (mod n). i 1— [x] (x|--[£]- 17E S 
n-8r-F5 分 r—2 (mod 3) 和 r=1 (mod DAPP GL. 

Zi r=2 (mod 3), if n=0 (mod.3). TE [TH 7. 3. 2 PR 9-3 
知 可 以 排除 这 种 博 形 . 

若 r=] (mod 3), Wj 2=1 (nod 12), AUK nz: 寺 1 (mod 85,8 
Ha BE 7. 3. 1€ EORR e+e’ EHE n=l (mod DFE. 

3|BE 7.3.0. Bet VARA RR no 3.0 Q,《e) 不 是 平方 


数 . 

PE A ndt 可 完全 类 似 地 证 明 , 故 仅 给 出 2 一 此 十 3 
的 证 明 ， 
Hl Q.CO =2' (7.3. 10) 


Wee tla +e) a - HG) Bt. oit1= 
2^nt s Cfi ,22— 1.921, 由 此 得 出 2? -+1==0 (mod RO.HDE R,—-—] 


g? ae 


(mod DFE. 35 t MH c2 (mod 3), Bl = let #3 
2 (mod 8)3& <2 十 1 H— PAT PS. Ae BE = 1 (mod 3), We 
+e Ml ete —1 3329 2+ 1 IA ete’ —1 (mod 4),e 十 
ef —1==0 (mod 4) JR. 故 1950 (mod 3), B[ 50 (mod 3). 
由 引 理 7. 3.2, 仅 需 讨 论 n= 3m IE H m, 3) = 1 
由 方程 (7. 3. 10) 可 得 :Qn Ce Q, Ce = 2", (QL GO ,QCr"))13 
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X, OQ, (e)=0 (mod 32 C3] BE 2. 3. 108), MO, (0 21, Q,CG72 = 
zz HY ATT BY BEBE AD m — 1. BE 5223, 3| SuSE. 
3|88 7.3.6. Æ n2 5 BLXOE UE IN T ene e+e 7-220 
(mod n^, I Q.(O n! 无 整数 解 . 
证 由 引 理 7.3.3.7. 3. 4 XL REPE IS. n 248-5 的 情形 ,我 
们 有 
Q,GO +Qs5 (0 = CE EVO CH uus H uui) (7.3.11) 
& be? 5.04.2) =1, 5222, ] R, 为 ‘7,3,11) 式 右 端 的 一 
个 因子 ,从 (7. 3.117 可 得 : 
—? n nn 
1=[=8%)=—-(E]=~-[%) a- 
Qs 


R, 
Edi 7.3. 1€ LORNA Qu. Cem Ced- e) (mod 8), 因 此 ete' 
=} (mod 8)H Q:=5 (mod 8). FP dE Pe Y. 
{Q} ER) _fete—1 
a E 


7 
«| 


R| = 


R, Qs l Qs 


pt = (=) = (SE) = (FE) = (2a) = 


‘1 | f ^ — 
lope} abe f. AJ. 对 前 一 种 情形 , 令 e+e —1=27,T=1 


(mod 4), 进 一 $i-[Ó FIE l&l- (Ss) = iat. 
证 完 . 

定理 7.3. 1 DEAR, 

由 于 方程 A’ —ByY=C.C=1. ANE RRR x,y 由 下 式 给 
di: 


Gr! AV + yBY)C i zestresb] ` (7.3.12) 
这 里 5 为 奇 的 正 整 数 . 
由 《7. 2.2) 式 我 们 知道 当 4=1 时 (7.3. 1223 05 AR TER. 
当 < 一 1 时 xs0 (mod 3), 但 方程 x yp | loca) 
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=A EB 2x5225--45,AM — 1, RRS AN E, 
2z!—(Qq—gg —2)?—3) (7. 3. 13. 
gH O.3.122 0837 18.0 —2 2-24! ,. AA — 3— 2 UE ELS 2 不 可 
BE. 
车 “一 4 由 方程 二 (好 十 ?Bo 一 Me 得 出 at +a = (LH 
A1) 一 2 二 7 一 2 不 可 能 ， 


记 g= L aattoBh) =} Ga! — 2-+ab(AB)"*), 
gi C7. 3. 12) 式 得 
2C Tx! aQ, Ce) ,ee --2— A! (7. 8. 14: 
首先 我 们 来 证 明定 理 7. 3. 1 7; 8 C7. 3. 13) 可 以 写 出 成 
a= aQ, Ce) 7 (7.3. 1^ 
4 arb! sr REHAT, H73. 1518 
Q Srk. (7.3. 1* 


由 《7. 3. 6053 90r Bn E — UP i nm. r1 fb nd 
3(2|38 7. 3. 22 , 若 91 E07. 8. 1608 RE 

| Q. (Qe =r 
得 Q (CO = EQ G) Srk. 
588 — H7; REÉA m= 10 3,88 PRM 05, (B QU (es 十 ev 
= 5k; 可 写成 | Laeti) = 144 R 2(& -He y=0 (mod 


4). F f. 
定理 7.3. 2 PHIEHR AL C7. 3. 12) 我 们 有 


1 1 1 1 1,” 
#AR+ yBt=| 5 abet») (7. 3. 17) 
我 们 分 两 种 情形 来 讨论 
1°. m=0 (mod 32,4 m-—3r,(7. 3. 18H 
Att yBi-41 (7. 3. 18) 


这 里 a= Zaat +B?) =t attunt). Bk . 
2x! =u, (e,) C7. 3. 15 
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EF s 与 Q.GOBHSCK ZB TER 94 A u= (mod 3), N 
Qy (5; 229 (mod 27). J (7. 3.19) 我 们 可 以 推出 - 
uh! Q GU = 2h 
或 u= 2k? ;Qe =k? 
pr SH 7. 3. 2 知 此 不 可 能 . 
2°. n3£0 (mod 22,4 
a= Stadt HOB" 1 AT + BE) 5 Gu,2) 1, 
HB O.3. IDRIJE 2227 —:4 9, (0 ,由 此 可 得 : 
m =A? QU) =2k (7. 3. 20) 
或 a = Bh? Qi Cer) = 6E (7.3. 21) 
前 一 种 博 沈 给 出 方程 Ah' 一 Bo 一 4, (h,2)=1, HE 7.3.1 
FAL aras pity Hoz 1 或 1 二 5. 这 里 由 
TOA 8.2253. BLUE 
a! AVI yB a (aa? +08") | " (7.3. 22) 
下 面 将 证 明 :一 5 不 可 能 . 车 ;一 5, 我 们 将 (7. 3. 23) 写 成 如 下 


形式 H 
wt AV! + yBY? = (a, AU? 4-5, BY (7. 3. 23) 
xiu i aA" +6B""| ~ (a AT 45B"). 
M7. 3. 23) 8] 48 x* =a, 6/452, — 204’ 4'+5>, BIB 18 
a; =h, 164a, — 20A! 4-5 — 2! (7. 3, 24) 
或 a, 5h ,16A'a,* — 20Aa,? 3-5 — 54? (7. 3. 25) 
(7.3. 2017.3. 25) 的 后 一 个 方程 可 分 别 记 为 
(8Aa,! — 5)2= 48)? I 5(40AR,  — 1)! = 12-44? 
显然 当 4a?>>4 时 这 些 方程 均 无 解 ,因此 由 (7. 3. 22) 给 出 的 (7. 3. 
20? 的 解 满足 :一 1， 
最 后 我 们 讨论 (7. 3. 2D. A ER TAP 9 Ant — Bus? = 4, (5,2) 
=1. 
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id 4 (aa? +oBh) =L ca AT+5,B9) ,Cs,6)—1 
XX HL s 满足 使 =0 (mod 3) 的 最 小 下 标 , 并 证 明 * 一 1] 为 其 必要 条 
ft. BPR (Bh 32 — 1. 48 E (5,32 —1, H Aa! — BY —4 $ A— B] 
(mod 3) 故 A=? 或 三 0 (mod 3) ,前 一 种 情形 *=3, 后 一 种 情形 s 
一 2 与 假设 矛盾 , 理由 定理 7. 3. 1 ,我 们 得 出 

Alt yB = | FOAM 6B) : 1355 


XX E r—5 如 前 一 种 情形 可 排除 . 定理 7.3. 2 证 完 . 
7.8.3 不 定 方程 x*--1= Dy 
这 里 我 们 介绍 柯 召 , 孙 琦 " 垃 用 初等 方法 得 到 的 关于 不 定 方 
程 
x—1=Dy (T. 3. 26) 
KP D>2,.D 无 平方 因子 且 不 能 被 3 或 etl ERUR ERR 
一 个 结果 . 
定理 7.3.3 BR) EBA C7. 3. 260 ERE. z= 3, y 
一 和 外 ,无 其 它 的 整数 解 . 
证 “如果 方 程 (7. 3. 26) 有 整数 解 . 那么 除开 = 1.y-—0 外 ， 
不 和 妨 设 方程 (7. 3. ORERE c>, y> HA. 3. 26) 可 二 
为 . 
《一 1)522 十 了 十 1 一 Doye (à (7. 3. 27) 
BJ G—1.z T z-1)—13* 3,2519 (— 1,27 x41) —1, 
由 于 素数 户 | 五 时 023-5 (nod OK pla?-o-z4-1. FERAE 
(7. 3.27) 得 
二 一 了 一 Dy? ,rz+l=o yu O.u> 0 (7.3.28) 
由 于 2 tatind HEM C22+-1974+3= (20)?, (7. 3. 283s BRAK 
可 能 . 现在 , 设 (z 一 1, 妇 十 z 十 1 一 3 可 得 ， 
zr—1-3Du* x +e +130" y= uvu 0,u Oo (7.3.29) 
MF C7. 3. 29) 式 ,将 z= 3D VUA at at l= 30! ,得 到 
3D'u* 4-3Du! 3-1 —v! 
Ep (20)! — 3 CDe- —1 (7. 3. 30) 
“ 809 ， 


Seid 3 , 故 由 (7.3. 2003548 
20+ (2De8+1) V 3 =e 271,212. 17. 3. 3D 
于 讨论 n=] (mod 4 的 情形 , WE n=4s+1,5>0,e=2~— y5, 
D06.3. 31) 式 得 ; 
p_e eH O gut pee gi. 
2D = HEC B= 2 eno 
AUR 21D. 4 u= 4u, BB 
| gigi . Ee 
2D) = — p Tgi (7.3. 32) 
和 如果 2]D,4 u= 2u, , B43 
D gei eet} gh 一 gh 
2 u 一 CUT "Sog (7. 3. 33) 
` etl git gh — gh 
现在 ,我 们 来 证 明 ere Nore BER. RANE: 


etl peni gh gi gii. pane 


ete -ë gg C (7.3. 34) 
get? _ ghi etd entl gtl gitl 
2* gg — ele = EE , (7. 3. 35) 
34-1 PLE 211 14-1 
{| ence SS} =}. (7. 3. 36) 
ete E—E 


uy Bi C7. 3. 84) — C7. 3. 36) 或 可 得 ， 
gett gieni e" — gh gtl grm] gti. gnti 
( ete e] ete 7 ee? | 
gil pet gil __ git 
| ete ° e-e 


_— ' giri. piel 
MARM p] D, p=5 (mod 6) » MRA IK AE A| — Ti BT. 
gi! o rtt 2 一 号 
:36) 式 得 | 3 P7] 一 一 3 mod 月 ,与 | 3] ~ 一 1 矛盾， 
AD giri gni 2| — D 如 21D 又 由 (7 ; 354 
so RET] can nof sis 
24-1 f p+] 1 ptt) 

cip He RAC. 3.30 RE BEE Lp, 


Ag! — 3p =] (7. 3. 37) 
` ig - 


1+1 1 
易 证 方程 (7. 3. 37 DUBIE BRM ?一 r 一 1， atte. 1 推 
出 :一 0, 与 所 设 s>0 不 符合 . 
再 讨论 aE3 (mod OHE. 
YE n— 45-3, 5321) ,05 一 0 单独 处 理 ). 击 (7. 3. 31) 式 得 : 
eee oam (ett 2 getty gelti geet] y 
"Emme ~ E—E 
pea te? . gtl gnl 
2 E—E 
giri gie Ertl Er ql gut] 
2:—3 5 3 — oe 
gets pni o gelti pietà Eee-1 gl 
E—E @—e £—E 


(7.3. 38) 


(7.3. 39) 


(7.3.40) 
由 上 9. 3. 390sR RE (8 
giri eft? 
= 
FA C7. 3. 40) Bf f 
( 守 = i [E | 
— E TE -la s ea 一 |... 


| EMT1 peta qnl = 


€—E e—e "  g—e 


” EE e—e ' | g—t 


git E Estl gil E 
i o: 
Miei 十 ET giri —gnti | z 
| 2 E E— E | 


一 1 (7. 3. A1) 
Tg C7. 3. 31) st n[ 48 


ae 
2Dut 十 1 一 
wr X 
IX. 
2Du!-- 12: ( —1)*2  — —1 (mod 4) 


2214-2 Tu 
A 24D, E H 7. 3. 417 和 并: CD, DES y=. Meat C. 3. 38) 式 
git gii 
pe ag 再 令 ; . 1e 


* 31l* 


| > lsn =ds+ 3 


ett? pci 
“ee T 
代入 57.3. ADR: 
和 一 3 一 
易 知 “中 ,上 式 不 可 能 ,对 于 s 一 0, 由 (C7. 3. 31) 式 得 2D +1=15 
亦 不 可 能 . 定理 7. 2. 3 证 完 . 
7.3.4 不 定 方程 xe? —2+6=6y¥ 2+1—2’. 
TEXT ENEA: 
z'—r4-6-—6y'.r41-—z (7. 3. 42) 
HARES gj UT YE REUS Mordell’? 1969 年 提出 的 一 个 未 解决 
问题 697? = (z— D Ge! — x60 BEBE AS. 

定理 7.3. 4 C9 H); Doephantus 方程 组 (7, 3. A2) 078 E fi 
{x yz) (0, 2-1, 15, (15, 2:6, +4). 

证 由 (7. 3. 42) 0] BE (B (2a— 10! — 6(23)! = — 23. FE ort 
—6y ——23 的 最 小 正 整数 解 为 1 十 2 vw 6 ,从 而 通 解 由 下 面 两 个 
结合 类 给 出 ， 

tatya V/6 — (4-2 V 6 Mato. v6) 
=(1+2 /6)G+2 /6y (7. 3. 43) 
xy. VE —(—14-2 V/ 60 to M6) 
=(—-14+2 /6(5+2 VEY (7. 3. 44) 
其 中 5 十 2 V6 是 Pell HE ud! — 6v —1 的 基本 解 ,n 是 尾音 整数 
BS 2zx— 1—. x. £z x. C7. 3. 42) 的 后 式 得 ; 


. 222.43 (7. 3. 45) 

或 2z'—x,4-3 (7. 3. 46) 
EH (3.432,07. 3. 44) 易 得 递归 关系 ; 

Tao) = 102, Zi To= 1 ,R= 29 (7. 3, 47) 

X44177 100,— x, 71 R= —1,21— 19 (7. 3, 48) 

tap = 108, — ttai 1 = 1,5815 (7. 8. 49) 

Us41—109,77 2, 1t 15075 (7. 3. 50) 


显然 只 需 讨 论 am dH JE. 0598 (7.3. 45) CT. 3. 47) 取 mod 
» 312° 


3. Hj 250 (mod 22H ,x,251 (mod 3), 从 而 22/221 (mod 3). 不 可 
BB. 故 必 须 n=l (mod 3), X08 (7. 3. 47) mod 5 可知 当 423 
(mod 4) 时 . x21 (mod 5), 从 而 22:224 (mod 5) 也 不 可 能 - BA 
能 n1 (mod 4) 、 . 

Xf (7. 3. 47) mod 73: 得 一 周期 为 36 的 序列 ,有 下 表 ( 只 列 
出 n 寺 1 (mod 4) 的 项 > 


: 12/21/25 |29 | 33 | 37 

z, (mod 73) 19|25|27|29| 7 | 29 

e T --- HEEL 
2z! i 


73 
因 | 2 二 1, 才 由 上 表 , 必须 1221.5 (mod 36). 又 对 (7, 3. 


47) 取 mod 17 得 一 周期 为 18 的 序列 . 当 n5 (mod 18) m=? 


(mod 17). 从 而 22,5 (mod T =| -[$]--1i FA. 
RA FE n1 (mod 360,35 n> 181,28 (7. 3. 43) 80 RE 
Gy») — 05,3 63540 C. 

3B n=] (mod 362,571 时 , 令 n-—ld42-*1-* 35.2.2M. 0 
l.i h—3 -2',3& res (mod 32,0s;:x:2, M =l (Qnod 
7). HH xu 472 — x, (mod m) l 

Bx ayer. aa F328s—.2,4-329— 26 (mod m) 

A weal 《mod 4). Be 2224 — 13 (mod uj. 对 (7. 3. 490 Ht mod 13 得 
— ABA 7 的 序列 . 34 =i (mod 7) Bt «4295 (nod 13) ,从 而 ， 
=} (ae) “(8 -| CL. 

+ 正面 我 们 再 来 讨论 (7. 3. 36) 式 :对 (7. 3. 38) mod 3, 则 n=] 
(mod 2)8t,Z.==1 (mod 3) ,225221 (mod 3) 不 可 能 ,又 对 (7.3. 38) 
取 mod 5. 则 当 &252 (mod 全 时 ,元 二 1 (mod 55,2274. (mod 5), 
不 可 能 ,页 必须 2290 (nod 4). 当 #4 二 0 时 给 出 (7, 3. 430 BO RE Cn. 

| yOz)—(0, 1. 4-1):24 n= (mod 4) n290 Fi, = 8 *2-my2 
* 313° 


ims Shon: GH muc mm. nod ae 得， 
Qetseary. pr HE bret 3 (nod un) 
但 Zoe — us. +1 2000s 同时 ,到 由 usum 29 — 1,0 = 20,0, B: 
.0 22 $1280, FISE E Munta Hitta 
= fin Cu. Av.) (nod tin) 


因 u.-m1 (mod 12), Bi (2) = 1 又 有 :| =} = {=} = 
(=LA: 
(ee) - (ETa: 


[eise] (2) — 


Cs. ta 士 4o) 一 1 这 一 点 在 以 下 的 计算 结束 时 可 自然 得 出 ) 
另 一 方面 ,注意 到 2 5m fru] (mod 8),v.250 (nod DUK m 
2-0 Bb dou in 20 RTE: 
[see |= | | 


prm | Us + oS 
-| us +60," | 
METETA 
Us 
| 二 liu * z| 
E tu tAn 
=| +11 ):Í Un B Unf 2 | 
“| Eun tAn Eun t 42, E tim F 4v. 
(7. 3. 52) 
AB 2 || Um 5221 fl 
tim Etun Tvn) _ | Ya 
Ezz i (7.3.58) 
Ex rv d <lagel = (Pe) al s 
Eta dr Av, taf 2 taf 2 us 
(7. 3. 54) 


若 v./2'z21 (mod 4), J 
“314° 


(和 二- 和 jz 
若 w/2'23 (mod 4) iij 
| Daf Z j=—| TR 
Un F Av. uv. / 2 


-a]l lE] 

zzis]-[zeits]- (et) eom 
因此 由 (7.3.53) 一 C7.3.55) 得 ， 

epe- 

对 (7. 3. 48). (7. 3. 49) 取 mod 11 得 两 个 周期 为 3 的 序列 . 有 


-他 


X 


tin mod x) 


AA 31m. HEM ou. 4522-2 或 8 (mod 11) % 
[exten | =a. 这 与 (7. 3. 50 FG. 定理 7. 3. A WE. 
$7.4 t8—Terjanian—Rotkiewicz 方法 


7.4.1 Jacobi 符号 | a 


1960 年 , 柯 召 ”2 通过 计算 Jacobi 符号 证 明了 Catalan 方程 
2 一 1 二 yr(p 为 大 于 308 RRO EER. 1979 年 ,Terjani- 
an" 43i SETTE SE. Jacobi 符号 证 明了 方程 rtty p WER 

+ 3415 。 


数 ,没有 2phz 和 2ply 的 整数 解 . 1983 4E Rotkiewicz" Et & EE 
展 了 柯 召 和 Terjanian 的 方法 ,通过 计算 Jacobi 符号 证 明了 某 些 与 
Lehmer 数 有 关 的 不 定 方程 无 解 . 孙 琦 教授 20 称 此 为 柯 吾 一 Ter- 
janian 一 Rotkiewicz 方法 . 下 面 我 们 介绍 这 一 方法 及 其 在 3 
Lehmer 有 关 的 不 定 方程 及 不 定 方程 - 
1 Ax'— By 41 
上 的 应 用 , 先 介绍 Jocobi 符号 | z* | HE 
i P. Æ Lehmer 35 , Bi 
pap nd 
PeDe e mang n ff 
af —BÉÁCIEDRS— 4L-MGIO.M 为 有 理 整数 ,了 ,对 互 
HR, A LAM >O. 


if “和 om WEA EH. Eisenstein 法 则 , 记 
n2 m-r- 67, ,0« X, m i 


m= Ihr FE; Or, 

ri = 2hari t Ea rer 

p (2.4. 1D 
Tra = £e ari ad arcas Or ars 

Ti. 277 Dori HEr r= 1 

Ll 2e 61.2, 


Ni YAS 
二 | 
mm 
(7. 4. 2) 
P. 
对 符号 | 天 上 ,我 们 有 有 
定理 7.4.1 RNA 
P. P & P, i Pil E; PT 
[pt] - - r. e AL. 1 
Pramid vai M yt 
十 一 二 一 ， A) m 


«316+ 


4,71 LE 
hit Ape 
IT IT P z [E i C7. 4. 3) 
这 里 m nori 6 DIC. 4. DAY HE. 
EH 7.4.2 Shun, K=L—-AM>0,]] 
Pa) = Lj). 
FE — Æ ALL Me (moda), ip) =1 C7. 4. 4) 
P. 工 
P. 1n a M A 
pe} = [Xa L= meno. FP) =1 — (5 
2 _ M). 
($) =1 3 41M, L=1 (moda), | |= CT. 4. 7) 
4-1 
[x]- cn" r=(-1¥, 
E MY 
车 21 M Leni God) | | =1 (7.4.8) 


XX Hs $207. 4. 1) 中 定义 的 序列 ei oe ee PREK e PA ee 


I 


二 的 连 分 式 均一 a teeta + a> DR. 
| £2) = DE cep ==1(mod4) 
Ê 
=i ream (7.4.9 


3|]38 7.4.1 WE Zn RNA, 

(a)35 4 |L, Mez1Gnod 4), l| P=n(mod 42. 
(GE LL, M= = —1C0nod4) I) P.e1(nod4) 
GC) |M. L= 1(nod4) , i] P.==nCmod4) 
(DE ALIM L1 (nod4) , M P.==1¢mod4) 


(eX 21M ,L==1](mod4), 则 P= — 1(mod4) ned, 
CÓ 2 || M, L=3(mod4), lili] P,z — n(nodA) n3, 


Cg) # 2 ll L,Me1(od4) , W P=-| r3 (mod4) 
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0035 2 | L, M=3(mod4) , 则 p=| 2 (mod4) 


n 
证 XR PQ—0,P,—1.P.— L—M,.3bn-1 3, Hide 
证 ;下面 用 归纳 法 完成 证 明 . 
(a) 设 已 有 Ps 三 mn 一 2,P, ,三 n 一 4; 则 由 (4. 4. DA P, — 
RMP a MP, (2:—2(1—2) — GO 4)2n(Gnod4). 故 证 
OMEGA DP P, Gml.X M=— 1,0; LEME. 
(OF CF) RS] d (4. 4. 1) 有 PRELP. ARRA D d 
值 证 之 ， 


《5) 此 时 有 P= P HEA P_= 一 [3 Ty 


a 


| -—Z | (ly. (te 9t EM CD 
i 4 


pervs -| x (mod 4). Sii 
Qr LERNE. 
3[8 7.4.2. Wt Gom) 一 1 » imn, m= 2km- er, e= ilz. 
" : : 


iP, eP M Ver - 
im) - Uc] CT. 4.109 
证 HAL ,-M) PEFR RAB PASWY uso uis 
ub 为 相应 的 Lehmer EAL BA W =a. 则 由 (2. 2. 45) C4, 4. 
2), 07 


2P. = 2PuLet Duke Lar . 


= Uta Ter T Uinta ` 
= LP imber tte P. y ELLID 
Pal Prim s XH (2. 2.57) Dan A t 2M 、 
. ui, = PELO SR LPLOaxodP,). (0 00.4.12) 
由 引 理 7. 4.1.2]. t : e 
P =M" Pe (mod Pn). 2:4. 13) 


nie] (AE) Fe eS) na 
- 048 + 


Mes i, , Pam — M” P, (nod PD, 4 (#| = — 
(FEE amen E 


MERRI 5. | ,为 此 先 证 明 下 面 引 理 . 
引 理 7.4. 318 21ML, (M .L)=1;2 hn, W] 
(ale M=1(mod4)}ak tiL, ili 


[5.] = | xl TUM (T. 4. 14) 
OË L= mAd 4| M Iit) 
"I (7.4.18) 
(YE 2 || M,L=3(mod4) | M} 
(4) =% Bs (C (0.4.18 
DÈ 2 l| LM e3Gnod4) , Hj 
PRRI vi 00 0.4.10 


证 @ HSH 7.4.1 81412 H Me imod) BE Pez 
Gnod4). X Bi C4. 4.1), 
Pa C,—2M) PL. — M! P, LP. (nod M), 
« M=1 Gmod4) a 4/L Bf, 


-a-a 


bli) 一 1 及 上 式 用 归纳 法 即 得 所 证 . 


CD 由 (4.4.7) , Lo, 4M" (mod POUR | -[&| 0X 
P.Q—u.— Luc; MusaimLPS 一 MP。， 
=—MP,..(mod L), 
234 L= 1] (mod ON A 


i-e ee 
& [rz (| ness cr. e 445). T 4| 
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M Wr gie s 8t. 
(2 || M H Les3(mod4O R$ , h SEE 7. 4. 13028 21a B] P= 

一 xCmod4). 于 是 

[E] E] o] en 
HOSEN Ba | 

El 
由 此 可 得 | o] comm. [M17 ne 

a =(—))"- (4j "(Hj ud 
故 证 . 


C) Ht HS BERE 7. 4.1 知 当 24a 时 d i 
《a) 之 证 明 过 程 知 


(mod4), X. H 


pe "m 


即 可 ,以 m==3,7 (mod8) 民 入 两 边 直 接 检验 即 得 所 证 . 
推论 7.41 4 2hn, (CL,M)=1 


(aH 2 1M Lem (iod), (| 1 R 212 B. Mem (nodi, 
- 320* 


[eim cic wf jg) -iz au BH) = mul} as 
OF 2 | M.L=3 moda) 4] =1,9u B) 一 一 1 


(3S 2 LM E3042), 则 | 5. | = [2]. 


mi 


定理 7,4.1 的 证 明 , 册 (7,4.1)? 式 和 引 理 7.4. 2 我 们 有 


P, . & P. tM +t 
P P. j . ta 
P, La 
Em (7. 4. 19) 
PA & P, ta € 
P, = P. P| 


paneen 


imb 
H Pooch K=L—4M> 0). tH (7. 4.19 RA 


„7i 
Pa fab {Mpo "TEN 
ie) = (Bete = (— ¥) 2 z Li fa * 
M ees 
(z 


- "1 
Prony Py Pe Pa M ut 
meam ( — ]) E] P F 2 xx | 一 一 | =" P o er. 
' P. . 


^32] = 


UL FER Zhen, CE, MO —1.21M H L=1(mod4), eat 2|LA 
-= | Cmod4) sk alts i] 二 1 或 «In [ E 二 1, 则 由 推论 7. 4. 1 


LERARO. 4. DRNA: 

| 二 | 二 (7. 4. 20) 
iE PBHO7.4. 2 的 证 有 明 ; 首 先 我 们 考 虚 41L, MM 三 1 (mod4)， 

.1 二 1 或 tIM,L=3(mod4) ,| 学] =1 HE. 由 引 理 C7. 4. 1) 


VAT P,==a(mod4), AL: 


wee ane 


P 


ORCA, Daaf) =| A) 


Hu 
其 次 考虑 41 L, Ms — 1 (40, | $7) 7 1 sk 4M, L=1 
(mod), F) —1 的 情形 . 由 引 理 7.4.1 我 们 有 P= mods), BF 


4,71 1-257! 


Fi CT. 4. 20) 式 得 | 5] =(—1) z tetr $ =] 


TERIB 2| LM=1 modh) ,| 32] =1 的 情形 . 由 引 理 


^ 222+ 


7. A. 1 我 们 有 P.=| x (mod4) ,从 推论 7. 4. 1 可 得 | P| 一 1. 再 
由 (7. 4.200 XXL 


AU B cd 


一 《一 bys COT XB m = ry 
其 次 我 们 考虑 3 1 M Lesl moda), | 学] 一 1 的 情形 .由 推论 


7.4.1 我 们 有 | 总 | —1, BB SIRE 7. 4.1 A PL —1 (med 4) n 


3, FE (7. 4. 20) 式 得 


z 1 z 


=(= F 
REBRA ea TIEN e 的 个 数 . | 
田 一 方面 令 P.—G—D/G-DoXHS 2i y, Ba M=y*1 


72 (mod). L= (a-- By = (y+1¥= 1 (mod) R |F = 


1y 9. e LRL E HD AI Bit a—im-Y. Wd 


À +e ae 


Leu ` aco . 特别 对 y= 2 RATS 2" -1 = (2 — 


122" - C27 — 19. A 
f(A} ESA) ta 
P. VE 27—1 27—1 ` 
令 a=k tY Qc m 
mk, T, OY Y 
Yaza = kaiaa 1 
Ya- = AY. t0 


ae (ag 
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FANSE bi 
={—1) 2771 
X P= — l€mod4) i=2, 3,- EE 


Pr] yet) 
SET 1+ t= C1) 


BU LL 代替 二 次 三 项 武 区- Lar M 中 的 我 们 得 到 一 

JE 2tMac'~Le+M. Ñ L= E.E oh PROKEM 

.起 空 一 ZX 十 M 的 不 同根 ,是 与 二 次 三 项 式 相对 应 的 Lucas 数 . 我 

i miM iei Bh) ma rr 2 三, 则 ED Let 
(mod4). ll L's1(moda4) i Br E 7.4. 2 48 

E3742 BLA GRE of CER i La 


+M(L>0,M WARM, HL K — L*- 4M790) VE Zhan, Cryin) 
=], (L,M)=1, M] 


WË 2 |L, M== 1 mod) , 则 | E) -| z) 


m 


D 2(L,.M=—1(mod4) i} 4lM,L- NN 1 


(co 2 | M L--1Gnod4) B| 7 |=, REAR 


1 1 
Tete eed id. 


7.4.2 Jacobi 符号 在 某 些 与 Lehmer 数 有 关 的 不 定 方 程 中 的 应 
用 . 
首先 我 们 给 出 柯 召 定理 的 一 个 新 证 明 , 妓 证 明 当 办 >3 tot 
* 324° 


Al 
"m 


—l=y 无 yy 天 0 的 正 整 数 解 . 设 vz—1-—y pp 这 3. 为 奇数 ,由 
Nagell'^* EER plz,2|y; 因 此 y 十 1 一 p[ 口 ,这 里 2H. yE 
i1(nod4). 

首先 我 们 考虑 pH AE--3 H yc Co — 32 (mod4) 知 y=2 
Cmod4) 由 于 2723, XE ITE p= 二 了 4 十 a, 这 里 a 二 1,2 且 


-siiul-[5 

+= 
(Sere) nem 

EET 

(7. 4. 21) FOB. FEES th} = [5:3] - 


RET I2] -c- D7} 一 1 与 (7. 4. 2030. 


Lipcabl. 4 Lo gp ope E] 一 一 1 的 
3 RH th y= p—1 (moda) Ri y= O¢mod 4), HH 7. 4. 2 Aq 
(Z) =14 男 一 方面 ,由 于 y 士 1 一 ,我 们 有 
-iH 


Ls iptg P if 
L, aay lay tte 


=] +1-4-+-4+-1==¢(modp) 
因此 :六 十 1 一 2 没有 正 整 数 解 , 柯 召 定理 成 立 . 
现 记 六 wo 表示 站 的 最 大 素 因 子 , 并 今天 一 工 一 4M4>0: 下 面 定 理 成 
Xa : 
定理 7.4.3 设 (,MD)==1, 下 二 4 六 0, 若 #4 IL, M= 


(moda, | A = L=3(mod4) ,4|M, | 1j =1, 2040 P, 


定理 7.44 BE funn t= LAM M n3£2'. 4- nt ht in 
41,3 4| L: M=1 (mod 4), (ii) —1354|M,Lzs3(nod 4), 
- 325 。 


UE) =. po. 


EH 7.4.3° Ub tentin R= LEMo RL, M) 
=1,2jL;,M=1 imod 4), 则 五 关门 

定理 7.4.4' th n5 1,2 buo ER — L'—4M>0 NS 52 
CL, M)=1,2|L,M=1(mod 4) lll £55]. 

首先 ,我 们 注意 到 G- Terjanian 的 一 个 定理 是 定理 7. 4. 3 的 
一 种 特殊 情形 ;事实 上 + y^ Z^. 2]zy 不 失 一 般 性 我 们 
FY WE 2 |y. EL 4 | — zx 2c E e= (mod 0212 ba 


定理 ?7.4.3 PG Loss Mz VETE IE .GY- e» 


ZA EP E 由 此 得 到 G. Terjanian 定理 的 一 个 证 明 
定理 7.4. 3 的 证 明 : 设 Zio. not. EE 已 一 口 ,由 定理 7. 4. 


a testa [ z)- [e] -(g] 一 1 , 另 一 方面 ,对 给 定 的 


aket m TIE. ]|--igem (E 到 = [下 = 一 :到 
盾 , 由 此 知 定理 ?7.4. 3 成 立 . 
定理 7. 4. 4 的 证 明 : 设 p= pauco teo (a-8 = L— 4M 270, pf 


lm. 


DW 2a, Bi Pe po Qe -a Tle, 


pk 

lE 
RE Q— | Tce 一 Br 中 = Tia). 为 Mobius Bio p 2 
次 本 原单 位 根 . 首先 我 们 证 明 (@， QSL Li n ix p ,tj 
二 1,2,"…, 素 实 上 ,我 们 有 (BQ 二 1 或 ,的 最 大 素 央 和 子 , 在 
后 一 种 情形 ,由 于 PEORES Hapim ți a (AX 
是 不 可 能 的 . 由 于 这 种 情况 整除 P 的 Q. 只 能 是 Cs ps ps e 
cm iene “DAE: 

a ll a= 
ERR i 
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县 (Q,Qu Qs Il Q)—1. 


. deg e sa 
1.4 2|nz52^, Vu] Pam $5 A O,0y Qi II. Qo E] it 
. ist Pene 
(Q,Q, Quy, Il = 1. 由 ptk=(a— pg» 可 得 plQ,-—-Q,H 


i 
QQ, —1. extr OLT. 450. 因此 在 这 两 种 情形 若 竺 二 和 SL. 
由 定理 7.4.8 知 此 不 可 能 . l 


E TE n=2" , BH 
P= —(G E ED) QUU EB T) E L= mod 4), 


M=0 (mod 4) 则 P,—«'4- f= L— M= (qnod. 4) lit PAO X 
Hi T GI He Bf La +P = ity RING PHL P. tt 
B'—2[7, et gr" 一 2 门 .因此 P= 2" =. 定理 
7. 4. 5 MESE. 

定理 ?7.4.5 Beh BIEIEHGURGa'-/Lic—MGREK-L 


—4M 50, GMD —1,38 4|M,L=1(med 4), (Ejam 


=—1 mod 4), È) = 1. 是 奇 素数 , 则 ,= zr 
定理 7.4.5 的 证 明 ; Hi, Kummer 恒等式 我 们 有 : 


TEL tat by -二 aka 士 的 :xx Carb) "m 

gps (py POTD GE 2o ATED y (apy igi 
pe QE (ape nn (7-4. 22) 
- = Bie prae E : (1.4. 23) 
这 里 4 为 有 理 整 数 ,g 为 奇数 . 


BE q=i (mod vame 2 | 一 一 1 saco m (2. 一 一 1 


着 PASE (D). Di 多 上 ;因此 由 (7. 4. 22258. $ | Cam AY Xd 
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(7. 4. 22H 


P= Me? (mod p) (7. 4. 24) 
HH 5 | BE 7. 4. 1# P,=1mod4). 由 定理 7. 4. 2%( $3] = 1， # P= 
Spo (i) (E) -(2] = [neg - 


(t}=-1 FS. 定理 7. 4.5 证 完 
£38 7.4.5/ WK=L—4M>0 (L,M)= haf 为 二 次 三 
《mod4) , 思 为 奇数 , 则 已 一 "n 


g 
证 由 定理 7.4. 5 显然 
定理 17.4.6 假设 条 析 同 定理 7.4.5, 役 nn 为 奇数 ,出 P= 


oF en 
证 假设 | 
i 20 (0.4.25) 
APR PH BARI» 我 们 有 
T$ -lleco. (7. 4. 26) 


这 里 Qs 的 定义 同 定理 7, 4.4 的 证 明 中 定义 . RT pE n ERG 
因子 ,从 (7, 4. 25817, 4. 26) 可 得 p|x— vH 
二 和 = pq . (7. 4. 27) 
这 里 ginG-—l.sce05.(gm-—1 Golden. XQ; 
Ca 82) | ij HARA F |n. 故 由 (7. 4. 25) 和 (7.4. 26) 可 得 8,0 
(mod2) i21, eor. 3E— E a Qu Ca, f] TEE A ETE j= pai 1— 
0,3,2,7, i 

aft |a G=1,2,) (7. 4. 28) 


因此 a? Hl Qu, Gr 99 Qs Co BY BRE s" | C. BHL CT. 4.25) 
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ar 


$8 C7. 4. ome a;z0(mod2) , G=1, 2,74). BER C7. 4. 27218. 
一 全 =p. 


由 定理 7. 4. DU 定理 7.4. 6 TES. 
"exc ERNE T sess ae. 

推论 7.4. 2 在 定理 7.4. 5. 的 假设 条 件 下 , 设 WM, nt 
& n BN RF IUE Ae. 

”定理 7.4.6 设 在 定理 7.4 的 假设 条 件 下 ， oes 
包含 = OR RF N E0 

定理 7.4.6 中 取 a= B— — y! BI AT Terjanian 的 结果 . 

定理 ?.4.7 设 e 和 及 为 二 次 三 项 式 d — V 开 > 十 好 ,这 里 到 
—L—4M7»0 dn 的 二 个 不 同根 , 若 2 | M, D1 (mod2), 


[E] a1 p Ci 


首先 证 明 mm 


假设 peta = pl] (7, 4. 29) 


由 引 理 7. 4. 1 fd P,z— 1God D, Rit Panos) 
B a BRRR qom 1 od daft 


Gi NM :c427]. A 


(7. 4. 23) A — (a— BY F--aqM" A, F RARER. 从 pl Ps 
得 pl(a 一 8)* P= gM (mod p), HEE 7. 4. 2 我 们 有 
qu BOO (5|. fee 
cv E a E EA (2) 


=O) 


理 在 只 要 找到 oq] (nod osc»-[1), 即 知 (7. 4. 29) 78 


可 能 .车 p—1 = 27,221 (med D.£51 Regi, 2 二 ,4 二 


ees = 1 = (194; p—1 = 21,28 (mad 4 g= 27 
-i (545) =1+ ao a 3-75 a[£]- [527]- 


KRETE eC] 由 定理 7.4.2 an-z] -[E - 


1. 故 只 需 选 取 使 4 为 奇数 ， tert NIST 
—— 
类 似 地 ,我 们 可 以 得 到 下 面 两 个 定理 . 
定理 7.4.7 在 定理 ?7,4.7 ORR lL 为 奇数 ， 
n7 — sen. 
定理 7. 4.7” 在 定理 7.4.7 的 假设 条 件 下 , 若 pec (a— 
BY --L—AM ,n 为 奇数 , 则 l 
feo 
7.4.3 在 不 定 方程 Ax'— By =1 中 的 应 用 
美 于 不 定 方程 | 
Art- By=1 (7. 4.30) 
AY FY RE A BT Al PA. Nagel, Ljunggren Cohn WA IIEL 
1E. 1985 RE ea 
-Dy =] (7.4.31) 
的 可 解 性 的 充 要 条 件 . 
这 里, 我 们 利用 本 节 的 一 些 结论 得 到 了 一 般 性 的 一 些 结果 . 我 
们 有 : 
定理 7.4.8 设 4>1,B>0, 4 非 平方 数 , 并 设 有 解 ,其 最 小 
解 y= AA wot 4 B y, WG 
Ar — By =l (7. 4. 32) 
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有 解 的 充 要 条 件 是 xo 为 一 个 平方 数 . 
证 ksv Ey VAzxos 并 不 妨 设 
$ Aty B =R 

因此 

Lt + :(7. 4. 33) 
设 ns 为 满足 (7.4. 33) 的 最 小 正 整 数 . 若 m 一 1, 则 zx 为 平方 数 . E 
271, HER. n 为 奇效 , Ve mo pon Co WB EO MLE + zi 不 
是 平方 数 Cm<<m). 由 于 


Ee” EE [EE EE" 


P= TA A) OO 
Bo zo" ORE AB 
Ett ` 
era PU CT. 4, 34) 


由 于 工 二 《er 十 二 0 (mod 4), M —&"&^-——1. 出 定理 7. 4.5 
AIC. 4. 34078] BE. B 二 1, 也 就 是 x 为 平方 数 , 证 完 ， 
定理 7.4.9 e= vint Ay 是 Ax! — By 1 的 最 小 
解 , 其 中 ALB AH 7.4.8. 4 —dfÉP.d 无 平方 因子 ,. 记 = 二 4 
V2, — B Myo; 则 不 定 方程 | 
Az!—By 1 (7. 4. 35) 


4/2. p d/r 
有 解 的 充 要 条 件 是 ( 工 ) 才 ?|d R73 APER TEES 


JE 
d, RI ya a. 


2.,B | 
B Art V By ym, 
证 不 妨 设 z+ y —&' W) y 2 Jp BR 
ai" 
y=»! Su (7. 4. 36) 


LINE 为 使 得 (7.4. 36? 式 成 立 的 最 小 正 整数 , 若 4d 一 1, 定理 显然 成 
WG d>1 H ZU m 为 奇数 , 由 (7.4. 36019 
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gy 
Eo — Eg 
BT ep y= 0 (nod d), A n, 290 (nod aD. 设 no —ds.id 
PQ eo’ . &^ — e^ =dy,? 


f— & Ep — Eg. 
BCP d) 1. M] P=-2)',4(P.d)>1 Pike pl (Pod) ide 
—&/(&—t&8)-—£u. (Hg =l ai. 出 于 t KA AT H P i 
已 ,出 此 可 得 
- £j! — £,' 


Ep -— £s 
出 于 aths? V AazetS 1,2 s. 由 定理 7, 7. 3 和 定理 7. 7. 4. 
得 * 为 一 个 平方 数 且 * HK PM By 2 
得 


sed 
=dy;' 


rd 
PQ = ae - EE 4» 


又 当 Pl (er 8/2 V BW pz RR. ord, E 
(s). BOSE BUE p| OS. QD. HU ord, TRET ES 注意 到 


4| 5 —52- -, 由 此 可 得 (er —& ^) /(& — &) —d[ ). 也 就 是 (ed 一 名)/ 


2 p 
35 :2|d. Wi] m APRA 4 一 1. KAM 2 || no. m= 2m Hl 

(7. 4. 36) 得 _ g 
p Ec ES | E e 


&-—&6 “ 2yo 


=1,% 


=ord, 


Eo" 二 to"l £g 一 Eo”! 


类 似 前 而 的 sHesu e TUE 一 为 平方 数 - 


 2ldH ne n, 772 ns kas 由 (7. 4. 35) 18. 
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k-1 . - ^o kSU 
yo} Ic + Et") + £e £o d (7. 4. 37) 
i-o 


£y — Eo = 
HFE et + ah) = iE OLLA B Cafh 
Eg! — En 


en? BUH CT. 4. 3718. DAMH i" 十 "一 2 


oeme, 由 mm 的 最 小 性 不 可 能 . 证 完 . 


& "i ' 


$7.5 p-adic 方法 


7.5.1 简介 

RERA Skolem 和 何 将 p-adic 理论 应 用 于 方程 的 方法 ， 
BI BRAY Skolem 的 一 adic 方法 ,简称 局 部 方法 . 显然 , 若 方程 只 
有 有 限 多 个 p 一 adic 整数 解 , 则 方程 只 有 有 限 多 个 解 . 基于 这 一 村 
实 的 观点 ,Skolem 建立 了 一 讲求 解 的 个 数 的 上 界 的 方法 一 p 一 adic 
方法 . 在 这 方面 有 贡献 的 有 Skolem ,Strassman, Nagell, Ljunggren, 
Siegel, Chabaucy, Hasse 等 ( 详 见 [7. 20]) 由 于 这 方面 的 理论 涉及 
到 p—adic 理论 和 代数 数论 中 的 单位 数 了 后 题 , 且 计算 十 分 繁 染 , 因 
此 ,这 里 只 是 简单 地 介绍 Strassman 的 一 个 结果 及 其 在 与 FF 一 工序 
列 有 关 的 不 定 方程 上 的 应 用 . 

首先 我 们 不 如 证 明 是 给 出 Strassman 定理 . 
Starssman 定理 ;: 设 级 数 FD =m tat taire VER aG-A0.1, 
+) sy p—adic 整数 ,对 所 有 p— adic FAIA: Wu, a. 79 p — 
adic 单位 且 4,250 (mod p) >n. WHE (2 二 0 FER nD p 
—adic 整数 解 ， 
7.5.2 不 定 方程 r HEr 

求 出 不 定 方 程 

十 7 二 2 : (7. 5. 1) 

的 全 部 正 整 数 解 是 一 个 著名 的 问题 . ， 

早 在 1913 年 ,印度 天 才 数 学 家 Ramanujan 就 发 瑰 方 程 (7. 5. 
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13 有 五 组 正 整 数 解 
(z,n)— (1,3); (3,40;(5,53; 01,72 1081,15). (7. 5. 22 
他 问 ,方程 (7. 5. DEIC. 5. 32) 给 出 的 解 之 外 还 有 没有 其 它 的 正 
整数 解 ?三 十 多 年 以 后 ,Nagellc 扫 用 户 -adie 方法 第 一 个 回答 了 这 
AS (838i. 他 证 明了 方程 (7. 5. 1) 仅 有 正 整 数 解 47. 5, 2), 后 来 ,Has- 
se! “71, Skolem, Chowla 和 Lewis‘? '9 , Mead!* **! , Beukers!” 又 分 
别 给 出 了 四 个 不 同 的 证 明 . 五 十 年 代 以 来 ,这 个 方程 在 组 合 数学 上 
得 到 了 应 用 . 下 面 ,我们 介绍 一 个 用 padie 方法 给 出 的 证 明 : 
证 当 n 为 偶数 时 ,由 (7. 5.1) 得 
23-a—7,21 2-1 
两 式 相 如 得 ”时 一 下 即 n=. 
PHBE ”为 奇数 ,将 方程 写成 
Tp (7.5.3) 


熟知 ,二 次 域 @QCvY 一 7 中 整数 唯一 分 解 定理 成 立 . 且 整 数 形 如 
tim Y d pnm (mod 2), 其 单位 数 为 十 1. 将 上 述 方程 在 Q 
(v 一 中 分 解 .由 于 2 一 | EE 72] - [35771] ,我 们 有 ， 


Z 
2z 士 一 7 _ 1+ 4—7 
- 2 =+| 2 | 

玫 (7) - (1i 1] a v7 (7.5. 4) 
9 ERR TE BAC 7. S. OPR A TR RTRB SEU. 5. EIL 

a’ —a—b 
wy a’'=1€1—6)=1 (mod 5), 
由 于 a=, 

a'za(a!) T exa (mod 6) 
Bp a=a—b (mod 0^). 
不 可 能 . BRA 
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-P-[1-[3):7 +{2} +1? 中 DP (1.5. 5) 


Hp 一 2 zz, (mod 7) 

丽 上 述 同 余 式 仅 有 解 y=3,5,13 (nod 42). 

当 y—3,5,13 分 别 给 出 解 人 (zy 一 (5,5)i 1,7) (181,15). A 
dt, FL EE HH C7. 5. 2) 不 可 能 有 两 个 不 同 的 解 yen 满足 nm» 
(med 42). 否则 ,可 设 x yin yT: 6* hs T) Bar 


quam e eem (7.5.6) 
-Y 


由 于 [2] ua * =] (mod 7+!) 


2 
因此 C+ V —7)-7*231-- Cy, —32 4 一? (nod 75 


LAF a= 1+ Y 二 ?| 一 ein VD ymo 


& 2» « @=14+ /—7 (mod 7) 
将 上 式 代 入 (7. 5. ORG 

A v/—1 (mod 7'*?) (7.5.7) 
同 理 

Pb 十 € /—71 (mod 771) (1. 5. B) 
BLUT CO. 5. 4) 不 能 取 正 号 ,由 此 可 得 

dd 


Ep Cy, — 32 V —7250 (mod 7*5. 由 于 yor 为 有 理 整 数 , 故 
3i — 750 (mod 7705 7 [| y, FE. ub E. 
7.5.3 PEH} at D= p R A 
RETE 

ax’ +D=p" RR 4p" (7.5.9) 
其 中 aD 非 平 方 数 ,pp 为 奇 素数 ,ptaD ,简称 汉 Ramanujan —Nagell 
方程 . 对 于 这 类 方程 , 早 在 1960 年 R. Apery 5 就 证 明了 十 DD 
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=p" 最 多 只 有 两 组 正 整 数 解 . Ljunggren” 77, Cohen ^59, Alter 和 
Kubota!” 59 tidy — 254 IR ,1979 年 ,Bender 和 Herzberg! FH p— 
adic 方法 证 明了 方程 (7. 5. 92 BR a=] 2€ 3,45 — D-1,D-- 8 外 方 
fü ax'4-D— Ap 最 多 只 有 两 组 正 整 数 解 . 除 a 一 2 或 6 且 如 一 2 十 
成 或 6 十 局 之 外 ,ax: 十 DD 二 BHAA BALE PSM. 1999 FR 
XE EU 8I Skinner’ 9 分 别 独立 地 四 不 同 的 方法 解决 了 2 二 1,4p" 
— D4-1 的 情形 . 这 里 我 们 介绍 Bender 和 Herzberg 文 [7. 1 中 最 
主要 的 定理 . 

首先 我 们 不 可 证 明 地 引用 下面 的 引 理 5 见 [7. 131] 定理 9) 

引 理 7.5.1 BTE. 5. VER Nl p HE QC —-a DO) Hap 
ZU 3E S RCRUM n— me BUB 55 — Rn m VE m Jm HR 
且 对 满足 mim" Im 的 m" n= mper. 

定理 7.5.1 Bity E. 5. DP ax!'--D— p ER ian) 
—(w,m) ARERR HH p AR nrm, Bg A qu 的 一 个 素 
因 了 于 ,ordskero?) 一 2, 若 4 一 2 或 3, 假设 ;六 3. 设 : 为 满足 Dl 
(mod. gq) 的 最 小 正 整 数 ,7 二 ord,(D' 土 1), 其 中 符 导 的 选 到 使 得 达 
到 最 大 值 , 划 

(C1)r=2st+1 

CL )y=Atord, GO S A1 
E 4-2 HRA, Wart D pn ERAT. Ras 
rm, KB rz PRR. 

证 这 里 只 讨论 ac--D-5 的 情形 . ax-d-D-&4p" 可 完全 类 
似 地 讨论 . 贝 $7.1 的 结论 有 


‘1 n | 
T* 


> | (— Bot) 7 9I apti = yGm) 
gua La? 


(7. 5. 102 
XE P aw! + by’ = p^. ar (rm) thy Gin) =p™. 
BLUT alaw SU a @(— DF en y Gm) (mod 9), 因 此 s| T. 
CI GE. 
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.. EH 2260. (7. 5. 102 P 3B ETC C— DO" 
z("l- | = |- 5) -1 (7.5.11) 
在 下 面 的 证 明 中 所 有 的 方程 都 看 成 是 9 一 adic 数 域 上 的 方程 . 下 面 
求 出 满足 (7. 5. 1 q— edic WP £560 的 个 数 的 上 界 ， 
Aü8C-l/DY-— t Atra), 这 里 > 为 q~ adic. 单位 ,注意 到 当 .9 
=2,722 B s—1. (7.5. 11) 右边 整除 ah a 2, BR dl RT (e 


CA1/DY' = Q rg Y. 这 里 符号 的 选取 同 (7. 5. 11) 式 ， ,特此 代入 
(7.5. 11) 得 


SY a = (3) ow (7.5. 12) 


TEC. 5. IDEA q — adic 数 域 上 变量 : t 的 等 级 数 ， HIT 
ordgiN 1) < SN/q]« N/q—1 | 
Bos1/-—10. C7, 5. 120 HH CE CIC Rer E UT (well 
defined) B3 &oont 52 HER g~adic HBF 0. (7. 5. 1D SR A3 
BARTHA EAR A 7 次 包 项 式 的 系数 满足 orde220,,X 
F pajro 42)) 1 > jA— 24 /(q— DD q BR 0,2» JH- Aj Zs 
—2. H 38 EOS EUER 8,7 9/2. BEIC. 5.12) MAH RR SE 
XEa€aH: BRI kecat q— —adic BHFF. MT PR (T. 5 

12)"[5 si 

eat Dot dF 0r I go (7.8.13) 
这 里 co 一 */ Dd 是 9 一 adic BM, F. G 为 一 adic 整数 环 上 :的 
FRR. 由 于 sig — 1. Ws Hg adic ME. H C7. 5.132 A 9 一 
赋值 相等 得 4 十 ord, (= 2.35 gir, 由 引 理 7.4, d 5s XC =q, A 
7 和 1 十 1. : - 

F g=2, Ae 3.07. 5. IDARE DE -219 整理 得 

(sco — rq 2) /2 + set — d Der /12 = 0 47. 5. 14) 
这 时 c; JJ g 一 adic 整数 ,ee 5j s A g—adic 单位 :由 站 的 很 设 知 高 次 
项 的 系数 为 9 一 adic 整数 但 不 是 3 一 adic 单位 ,再 由 Strassman XE 


理 得 (7. 5.14) 最 多 具有 一 个 q— dic 整数 解 . 从 而 (7. 5. 90 E REI 
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AE. 再 由 引 理 7.5.1 5053) —fR n nm Ar AHEM. 
广 ;( I 1) 这 个 方法 对 不 定 方程 

az!--D- 24" (7.5.15 
同样 有 效 . 
C(I) 当 轧 不 是 率 数 的 情形 . 可 将 aa? + D=cp c= 1,2 或 4 的 解 分 
式 有 限 个 类 ,对 每 一 类 解 定理 7.5. 1 的 结论 仍 成 立 . 对 于 这 种 情形 
的 解 的 个 数 的 上 界 佑 计 , 此 前 尚 无 不 依赖 于 2 PURIS TET ROS 
非 平凡 的 估计 . 


$7.6 超 几 何 级 数 方法 


7.6.1 引言 
1937 £F Siegel” ERE PEDE 3E ie P 31 TELA OC 
概念 , 1964 4E, Baker!” Oi} Siegel 的 工作 精细 化 ,成 功 地 给 出 了 
VT y BURGOS] — THE AY FR. 1981 年 ,Beukersr 1 i gi fE 
此 方法 应 用 于 不 定 方程 zr IDo qn APT He MIDI He. 并 解 
BET BEI Browkin — Schinzel( 907. 59 C7. 60] 848. 之 后 ， 
Tzanakis 和 Wolfskili?-)~ ©) jg th Hy 3: MBBS T Calderbank Jy 48 
( 见 [7. 63D. SOR 9 HE) T Tzanakis 和 Wolfskill 的 结果 , 乐 茂 
dpi 657 Ur. 08 E Meg reg Hop — 335 MEOS B9 T AE. TERNARA 
ERETT OS F-L 序列 有 关 的 不 定 方程 < + Dep c= 
1,2 或 4 上 的 应 用 . 
7.6.2 BL tui Euh. 
KULTI SUE Fle. Bro ELAR 
A EEG ED A. 
24 Iz] «1 和 lel -1 且 一 a-- 870 Bru Bi , H Fa, Aor WEN 
WAT Zr B CI. Siegel[7. 57] 2% Baker[7. 58] 
z( —1)F'-J- {Cat f+] )a—r F -FaBF 0 
518 7.6.1 iE omm BESH n=m +m >m, F GG — 
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F(Z n.n Sne) +H) SFG n.n» nsa) 


Fn, +1 ym toon t2,2) 
EG)——————1l 7. 
Fea, lsm t —:4-2,1) 


2 
VW GGORI 五 (z) 为 钦 数 分 别 n, 和 0. EARR, H 
G(zx)— /1—zH(GG)-—z IGOE) 
证 容易 验证 C(x), YI 二 ZH Cz) 和 zUFG-Hboal int 
2,z) 满 足 常 微分 方程 
z- DEH UT —mspn)E +n (n, TOF—0 (7.6.1) 
国 此 这 三 个 函数 之 间 存 在 线性 关系 .将 = 一 0:z 一 1 RARE: 
GG) — VI EHD =r GOE). ' 
证 完 . 
ap: T. &.2 i GoG.HDO,.mm.nims5[E 7.6. 1 中 所 定 . 
X Wi 
(a) |GGO — /T—2H (2) | «GOD latt, [e| 1 
HOGG «GG)2—1, 0 z« 1. 


(GQ) = M IIa - d» 
--—1 ， 
证 由 于 Flns 十 lm 十 元 ,十 2,z) 的 系数 全 为 正 ,我 们 有 


|FGu- Lom T mb 252) |<F Ga+1 ml. r2. |z | «1. 


ES IE | Ge | 过 1, 再 由 引 理 7. 6. 1 Hed. 
其 次 ,注意 到 


GG)-GCODFC- d 7m. —m 3 372) 
HFC imm oO e 的 正 系数 多 项 式 ,由 于 m> 
my 由 此 可 得 : 
GCG 2 GG)FC- d. m, m, 1 172 «600 ,0<x<1 


+ 339 > 


BI RZ. 
最 后 ,将 2-0 代入 GGOf8 


1=GCDF( 一 去 一 mm 一 mm 二, 
由 Gauss 的 一 个 著名 公式 ( 见 [7. STD RNA 
) r[3]re* 
1 2 
FOF Tre nog DS 1 
Doc DPo F5) 
因此 


ais 7.6.3 | :] GC4z) 和 | ^] 豆 (4a 均 为 整 系数 多 项 式 , 


(ny — 1): (ny —&+1) 


Ga DeG@okED oO 


n" ] 
n _ Ín n; + 到 
(zje«» = ajeta 


l| n! my — Deo — $Y 
n!*m1 an — 1) — k + 1) 


^ 1 = 
ned ee er 
k=o thy 


《一 Az)! 


MILES » zir *\ c= 42* € ZE]. 
证 毕 . 
推论 7.6.1 MIZCLM VT—AEH (42) 4 E, 
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(z). 这 里 Ei GO x RR, ELLE ROME DERE. 
证 由 引 理 7. 6. 1 RI 7.6. 352%. 
引 理 7.6.4 定义 
G' Gom FC- 1. ~ Get 1). GE D, - G2) 


H GO) - FL muH), — (FD), — G2) 2 

b GC GA) — MDG) —ez" ^c HRM cH. 
WE 由 引 理 ?.6.1 得 
CG)— VIEH (2) —z FG) 
且 G* (z)— V/1—zH* (x) =e EF" (2). 
其 中 政和 下 ' 为 某 个 超 几 何 级 数 ,消去 1-248 OIG HO 
G. 再 由 引 理 7. 6.3 知 GOHO COH (Cz) 为 x 的 十 1 KE 
项 式 ,再 计算 z"*! 的 系数 得 
G G)H G) — GH' (2) = ex" 0380. 


证 完 . 
完全 类 似 地 ,可 以 证 明 : 
推论 762 设 
Gæ) -FK-li- (mtk), — Cm HR), — QI -2 52), 
也 (Ca 一 FF 二 — (n FD. — (ge Fh) — (n+ 2b) 2) 
Fn bl b Yn 2e 2,2 
EG- ~ 一 一 一 一 
FO +é4+1 om tht = ,Ón--25--2,1) 
则 有 


(Gu — V1—zH,) mg OEC) 
(DG GO HG) —H, (z)G;(z) =e, gx rmn 1012550, 


引 理 7.6.5 B Iz 8, niens 则 


«zal, 


HEO 
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| "| Haca 
my 
Setz 
k=0 k rr 
«Xin "Jupe 
ep 

S. mpl EN EIOS n! à 

= ni! Cm, — À)! Gu Arar lt! 


熟知 | J rene quu llc, 由 此 可 得 ， 


证 


| ” lG] = 
Mi 


《一 zy} 


(2 66 3 g-i- 的 felt = za + deb 
其 次 ,我们 有 
MEC - Aree 
«Ege EAS 


ERB). A> > LI ntk, Bi," JM. 


n lz| 
x [zoo] ene] + Pare 
+ Do let 
jux 
<22C2 + Jel + DS) rje + gle] 
aay 


A + fz] + (lez) lej" 
BUT 25 «n H.|z[78, dt 2^1 |z|»«( 2-4 Hz| Ys [zn 


RODILO DES zi", EL UG 
| 7) HD | ee ies. 
n 
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7.6.3 ”不定 方 程 wz 十 D 一 4 加 

Ua. D ABE ERR. aD AEP AR, taD, ptaD ic N Ca, 
Di PARA à 

ax!--D--Ap (7. 6. 3) 

的 正 整数 解 的 个 救 , 关于 这 类 方程 ,87.5 中 已 经 介绍 过 ,Apéry， 
Hasse, Nagell, Mordell, Ljunggren, Cohn, Alter, Kubota, Bender, 
Herzberg, Beukers, Tzanakis. Wolfskill, 8-4 Z , Skinner 等 都 有 过 
一 些 工 作 ,如 Bender 和 Herzberg Hj p—adic 方法 证 明了 下 面 的 定 
理 A. 

定理 4([7.1] 定 理 14) Alan’ Dip AL, Apl pK 
(3,4p" — 31 2"), Dill Na, Di p2s2. | 

1989 年 ,喜平 之 和 Skinner 几 平 同时 用 不 同 的 方法 证 明了 

ETHE B Ra. D:pb—1.7;2)0.C1,11; D 4I 19:50 25h, 
HA N(1,4p"—- 1527 =2 H NO7:2) —5. NC, 11; — NECI, 
19:5) 3. 

BE RES OREL IG t7; 13305826 15 18:207 25 8. 
(7. 6. 3) 的 一 个 完整 的 结果 ,并 使 这 一 方程 得 以 统一 的 处 理 . 下面 
我 们 将 介绍 这 一 结果 . 同时 , 殷 们 可 以 大 出 ,这 个 方法 对 不 定 方 程 
az'-FD-—g fl 2p 同样 适用 . 

定理 7.6.1 BERG. Di) 0,7:2) (35:2 0,11 3f, 
19,5) 9 SP Na, Dip HNO,7;225,N(3,5,2 SN, 
11;32—N(1,19;50— 3. 

为 了 证 明 这 一 铺 论 ,我 们 需要 用 到 下 面 的 引 理 . 

518 7.6.6 设 正 整 教 22.2, SRE ar, +D=4p". 
azj tD=4p" az; A D— Ap" 7 >j 2155 Wl 

(PD Ogt/Dy" (7. 6. 4) 
证 aVa ati SD —2p 68,035 HH 87.1 RISER 
得 ， . 


(Santi VD) za Vor ti (Dy agen 
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由 此 可 得 
sinjj= (D/4p y^ 
BFF EAE ER SEAS 
Jn— jy —arcsin D/4p-) <E Diap” (7. 6.5) 


OsCarcsin(D/Aph) <5 
类 伏地 ,存在 非 负 整数 了 使 
J'n— fq =aresin D/Ap/ 7) 7 (D/ apie)? (7. 6,8) 


Karcsin(D/4p/" P< 


© J/j=J' {F WR 7/7 arcsin(D/Ag")!" —arcsin D/4p/7)!* , ABT 
Bb. J/ jue / 7. C7. 6. DACT. 6. ORATE 9 得; 
agl tlez mye L ^ 
S«x|[-2 «2 onset wap 

<7 OfApIy^ 


f ((Gg"/DY^. 


引 理 7.6.6 EHR ar -D— Ap" Fir) = CA, DACA) 
Bid i408, 4p°/D>8, Hd 
£'cmax(2161,132) (7.6. 7) 
证 RG, Hy nym sm M 7.6.1 BABE Xo Eom lone 
(1. 6. DRA 


MIL V 1—AÀAZH (42) mz" E, (2) 
LITT TAE EA ERRERA hpl 
HEME p—adic HIM "rr Sg XH || + Wl, ZA p— adic 赋值 . 
mE [zl,siHBh 上 ECGOlH,-Il C7. 6.2) 式 看 成 是 p—adic 
数 域 上 的 恒等式 并 令 xz 二 4p*'/D,; 我 们 有 

- 844 。 


| | IS 2 一 Vi=4F7DH| £) T aa 


n 


因此 


(ad) -galal 8£) ono ea 


ME A 的 符号 ,并 令 C= Ap? irapa M jc 


UPDI FETE EIE 09€ Z. (7. 6, DRA 一 去 De 得 


| D 
EE Au db mI (7. 6. 9) 


BUT 4p'/D>8, HH S[ E 7. 6.6 £8 
Au à v2 
Isi<a| 42 jal- Drag p| se p) 
<2 4": FI ptt +h 
i " 
H Ini«z [il - ey pu. 
m M [zai], -psus 
x. 2" a pu . D^ 


am AKRE IL aif E Leg B P Ak CS T 


Res <hr $1). 注意 到 2240, m ER — e 


H £—97A4250C(R 3| EE 7. 6. 4 知 这 种 选取 的 方式 是 可 能 的 ?结合 | 


At — | —2 | cp ICT. 6.9) 得 

TE noel £—75A' || ,2maxt— p", p *7*") (7.6.10 
由 此 可 得 ， 

PSl tia] 


Be Att = pP x By. 2*5 u pU » Di » 
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注意 到 <2" , (7. 5. 10) 可 得 
B+ 2h ps PIS pF > pd Hi 
p^ Pg > 2h 
或 2 . 5^ * 2" ʻa p" . Dur . pg ub 
45a 2m princ 


4p *—D 
a 


因此 
1 Za, 1 fn, an, LM 
Pmax (165-771 > 22718,4474 * 5575 e 2u74 * 2875 + DI) 
HFE- iaus X +28 2240, TAR 


resin - 22-302 1673 - 2522161 


E „8 


A D ERE P ME OPE PE 
由 此 我 们 得 出 

p'max(2161,13D!) 
证 完 ， 


定理 ?7.86.1 的 证 明 ; 由 (7. 6.4) 和 (7.6.7) 两 式 可 得 当 有 3， 
772336 WX ALES, p10 H k=? p" 255 E, 5-7 时 方程 (7. 6.3) 至 
Be FUR VIELE RRE Jabo TIR AA 9) 28 7 He 
ABER. ix BARE. 

完全 类 似 地 ,我 们 可 以 得 到 下 面 儿 个 结论 ， 

定理 7.6.1' 除 (are Ds p")=(2,355),.(2,7; 029 KE 
方程 

azx'd4-D-—$',plaD,aL0,D20,4D3EX-APÜ"7 (7.6.11) 
ESA PAE ERM. 

定理 7. 6.1” 设 a,D 为 正 整数 ,p HERR. pD,2eD,aD 3E 
EHR, RIP Ga Dip) C1, 5;32, (3, 7) HNIC 11 D 25+, RE 
方程 

ar +D=2p C7. 6.12) 
E EE RE 
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7.6.4 REHE ax! — Docgp^ c71,.2,4 简介 
不 定 方程 
ax!—D-—cp',c—1,2 R 4 ' (7.6.13) 
简称 为 广义 Ramanujan 一 Nagell 方程 , 对 此 方程 的 研究 工作 已 有 
下 面 一 些 结果 ， 
1981 年 ,Beukers""1 用 超 几 何 级 数 证 明了 不 定 方程 
xi—D-—p,pá ptD,D 3E ATRL, D>O (7. 6. 14) 
最 多 只 有 四 组 正 整 数 解 . 同时 猜测 (7. 6 14) 至 多 只 有 三 组 正 整 数 
解 ，… 
1987 年 ,Tzanakis 和 Wolfskill 用 超凡 合 级 数 方 法 完全 解决 不 
定 方程 ` 
a! —4q7 tir 3-1,n—1,2,q HERE (7. 6. 15) 
1988 年 , 袁 平 之 (未 发 表 方 法 与 [7. 46] 类 似 ) 用 超凡 人 司 级 数 方 
法 完全 解决 了 不 定 方程 
d= d tig tig HARE omn (7. 6. 16) 
证 明了 方程 (7. 6. 160 RC OE PLE Gn 20 = C2n 2,208 D ZF, 
[Uli p—3. Gn = 0,1,52, (9 1, ID p=2, Gi n z)— (1, 
1,5)5€351,7)#10751,23). 
1991 ££, RIAU ORS ILM RB AEM BEA Baker 有 
效 方 法 及 不 定 通 近 证 明了 当 max (D, p) > 10 RY , ECT. 6. 14) 
至 多 只 有 三 组 正 整数 解 . 
1992 年 ,喜平 之 5 利用 超 几 何 级 数 方法 的 结论 和 Baker 有 
效 方法 的 有 关 结 果 并 用 不 同 于 文 L7, 65 1E A PERDE VITRE HE] T 24 
(D, pz (| PS — predate) c= 1,99 DI 10" Bb, FB 
(7.6.19) BS EU ME BRM, SEA ACT A ST 
DE EREDE S CETONA ( PER") — pr get 
ej M24 D> 105 RY. Zr fRCT. 6. 1 AP C SLE MERE REEF 
这 个 界 的 全 部 解 的 计算 量 就 更 大 了 . 
1992 Æ, RAEO ART BE D-2'7—3 > 2/77 4-1, Zim 
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之 3 不 定 方程 
zx'—D-zt (7.6. 172 
AG AE RS) RR RS FA TREER W. 
对 于 一 般 的 不 定 方程 
azx’—D=p",2p" 和 AP aD 非 平方 数 ,p BRM »phaD 
jal HE FY UA FY Beukers, REP RTZEA ERTER RR 
的 结果 . 例如 ,我 们 可 以 得 出 (7. 6. 13) 的 正 整数 解 的 个 数 不 超过 
5, 但 要 完全 确定 对 于 哪些 类 型 的 CayD 记 ;pp} TCI DS OS 1.2.3, 
445(?) 将 是 十 分 困难 的 计算 问题 .特别 ,我们 还 没有 找到 一 个 确 有 
5 个 解 的 方程 ? 有 四 个 解 的 方程 所 知 也 有 限 ， 
另 一 方面 ,如 果 不 限定 (7. 6 1DF p RK WRN 
般 的 结论 ,特别 我 们 尚未 找 出 以 下 方程 
at= 4a"+ 4a" 2-1 ,mn ' (7.6.1 
其 中 a Sy FE fA IE RASS BEE. 这 些 问题 都 有 有 待 进一步 研究 . 


$7.7 Baker 有效 办 法 


7.?.1 引 吉 和 基本 结论 

不 定 方程 方面 一 个 突破 性 进 放 是 对 很 大 一 类 不 定 方程 的 解 的 
绝对 值 , 求 出 它们 的 上 和 弄 即 着 名 的 Baker 有 效 方法 . 然而 Beker 方 
法 求 得 的 解 的 上 界 往往 太 大 ， 实 际 上 往往 很 难 求 出 不 定 方程 的 所 
有 解 ,而 决定 一 个 方程 是 否 有 解 , 有 解 时 求 出 其 全 部 解 对 实际 应 用 
其 非常 重要 的 . 近来 ,法 国 数学 家 Mignotte 和 Waldsmidt™'™ Xf 
Baker 的 工作 的 精细 化 结果 及 Petho 和 B. M. M. De Weger t£ 
土路 史 的 缩 锯 算法 《3 一 算法 } 都 是 这 方面 的 出 色 的 工作 . 限 
FRBAAB RE X BRN Bit £8 78. Baker 有 效 方法 得 到 
的 和 下 一 LL 序列 有 关 的 不 一 方程 的 一 些 结果 . 

nens 3 tty» FE BY n 950, [us | tere + fea, 1540, 
令 

二 


Wt ay sea, Je ERS A PS RAE RI, a^ —rnua^ eert 
TPAR ERRIA wesw 则 由 定理 1.6.4 58, Gs 1L AA 
项 公式 为 ， . 

Ha, = T AGOa^( —0,1,.2.:7 


这 里 Oo EQ, ,- 2a) Car], i oR F ws 特别 , 当 k—2, 
t=2 WIL — EH APS 
te Trin] Fretta- 2=2Z, 300° 
有 通 项 公式 
u, =a +bf" 

车 abe, 060 且 a/8 TRAE ERR. MI EE — Br AF DUX dE 
退化 的 

设 aan BEFRA EH, t= Qlan) 天 Q]—D, 

ne, A, RFE m vro, 的 商 , 并 设 ALZA. 进一步 设 5e 
AANEEN B WH BR. b. 29 98 XE BR Et BES 
ERB SG 
A =b loga + * T 5.loga, 

这 里 对 数 取 其 主 值 . 

1973 年 ,Baker 全 证 明了 下 面 的 铺 论 全 一 1 可 
8[38 7.7.1 i$ A0. 

| A |>>exp(—C(logB' log, Hy 

XRC ME EH Dy, Aye A A BRA IC. 

1976 年 ， Van der Poorten/^ "£u T EB Baker 定理 的 p 一 
adic Apl. 

8| 7.7.2 设 p 为 中 有 更 素 数 ERA, b. 不 整除 p. 
Ay aha — 1540, Bl 


ord, Ca," ab] )<C(logB'logA.) + B By 


这 里 cC FE DLE yD, A. Aa pS Bl RRP WE. 
EMT, RR Bee BE ae? E Be aE Y Van der 
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Poorten 上 述 定 理 的 证 明 中 的 错误 . 

1976 Æ S. V. Kotov ^48 fU T FM SR. 

5i 7.7.3. RK APR REXIUS ERKE d ARRP 3E mn 
3g [BL XE om LR2.nLm3,. E GO. y) — ax" + By" eB, 9 29 K EE 
零 代 数 整 数 . 若 >,3 为 K 中 互 吉 的 代数 整数 , 且 Nom GG Gy) 
的 最 大 素 因子 委 C. 则 Max (UN GO |, IN GO D) C, XC. C. 是 一 
ALARA KG HC HIRD RIT a. 

8138 7.7. 441975, Barker) WK A Q EDO d MRAP RK, 
an FO, a.u -21** -saod 73 K FRR ERE men 为 满足 mu 的 整数 ， 
F asat etara 为 至 少 有 三 个 单 根 的 多 项 式 ， VEZ 
BREE 

by"= fr) 
ROCCE RA rsy ig max(iz}.lyPp<C BEC ARKMT K, 
pid st a,b 的 可 有 效 计 算 常 数 ， 

2.2 主要 向 题 和 结论 

对 二 阶 非 退 化 的 整数 递 姑 序列 ， 主要 有 下 面 几 个 和 不 定 方程 
有 关 的 问题 ， 

1°. un =C 特别 是 ww 一 0 的 解数 -这 里 袜 为 给 定 整数 ， 

2°. tm een 的 解数 , 即 所 谓 的 序列 的 香 复 度 问题 . 

3°, Hm TU. EE XX BB VEL. Go. 2:4 289 APIS [8] HE UT FE 
列 . 

4°. i, by Au. by? te 的 解数 . 3X BT o.c O08 336222. {un} 
Ah DE | 


J^ tm LI ORE wa pan MS: 为 给 定 整 数 ， Prop pw 


PAE Koen 为 给 定 序列 . 
6°. 二 次 联 立 不 定 方 程 和 P, 一 数组 ， 
对 高 阶 非 退 化 的 整数 递归 序列 ， 主要 有 下 面 两 个 问题 : 
1°, tim 二 特别 wo 一 0 的 解数 ,这 里 C 为 给 定 整 数 . 
2*. uz = wu, BA REEL. BL Gu )Z- A XE BE e]. 对 于 高 阶 的 博 
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形 , 目 前 仅 有 一 些 特殊 的 结果 MIA RS. POR XE 
可 参看 [7. 80]. 对 于 二 阶 情 形 我 们 将 敏 一 些 一 般 性 的 讨论 . 
对 于 1 ,我 们 给 出 下 面 的 定理 
定理 7.7. l(Stewar 77,1976). 设 下 为 Q@ 上 的 二 次 扩 域 a. 
ba PEK PERE. 0. 8 为 首 一 的 二 次 整 系数 多 项 式 的 两 个 根 ， 
Ei lejal l E aB AERAR M nC 时 
[aa^ +58" > |g | Se (7.7.2) 
这 里 C 和 Ca WK abd A ARTA. 显然 ,由 定理 7.7， 
1 B[f& Xy te = 00" + hp =0 3X C. m ICE PILI 2.0 的 
可 有 效 计 算 常数 . 
对 于 2 ,我 们 给 出 1982 年 Parnami 和 Shorey 的 下 面 的 定理 
“参见 [7. 80]) 
定理 7.7.2 FEE MMAR FB EI ee, emo BY AY 
效 计 算 常 数 Ca 使 得 当 mn, mar mam, PE SM 
在 此 方面 ,Shorey 在 1984 年 得 到 了 下 而 更 强 的 结论 , 即 存在 
仪 依赖 序 询 {mw}=-o 的 可 有 效 计算 常数 C 和 Cs 使 得 当 mn max 
Gn, n27CX, 时 | 
. latus LER le mmm O2) fem 
这 里 ,我们 就 不 介绍 它 的 证 明了 (参见 [7. 80D - 
甘于 字 , 目 前 尚 无 一 般 的 绪论 ,[7. S0] A85 $8 RR. 关于 这 
一 问题 ,有 待 进一步 研究 . 
RFE. RHA Shorey 和 Stewart 的 思路 ,介绍 下 面 几 个 定 
定理 7.7、 3o E D QUAS COR R, K Ved HE sb 
为 KK PEET H- ERBA 
n ee ) o (07.8 
bLA B. eg n HAF 1 HEERO qe Cu XX LC. 为 仅 
依赖 于 也 ,4d ,a,a,6 的 可 有 效 计算 常数 . 
定理 7.7.4 Kd HESS BAL Praec num 3855 
Bin 项 ,ay 有 有 不 是 实数 , E 


351. 


' d= t, 
对 o> 1 ARM g 成 立 . 则 gC QUEUE RAPERE 
的 可 有 效 计算 常数 . 
定理 ?7.7.5 Wed APE BR 如 (7.7. 1) 式 所 定义 ,为 
— Bra ESE AER HO AJ. 车 
dx'-u, 
对 rolg 成 立 , 则 mexG.gon)« C. LXX BE CS WTR 
asab B A d 的 可 有 效 计 算 常 数 . 
关于 5 有 兴趣 的 读者 可 参看 [7. 74 这 时 我 们 就 不 介绍 了 . 
XT 6°. RHE 7.7.4 TUE. 
7.7.3 BOUES 
这 量 我 们 介绍 7.7.2 中 五 个 定理 的 证 明 ， 
定理 7. 7. 1 指证 明 :下 面 Cy Co ed RR a,b 的 可 有 
效 计 算 常 数 , 令 mad tef n=l: 2 首先 我 们 证 明 当 n7 C, 
时 oO. . 
+ af BW QCa) 中 的 单位 . 由 于 a/ P FEM, BE max Cl 
3 P {A/a pz ER je 10, RIA — 2 = Caf BY", Hk n 
C, E aff 不 是 单位 , 则 有 Ole) HRR PAT KR pe 
ord, (Caf P0, H — b/a = (a/ B)^ 得 nC. 
€ aC.-Ca, WA 
l1 lal * lel iee Raa (7.7.4) 
Ed S-—IC-b/aXB/aY—1| - (7. 7. 5) 
BF RED I EA ARTERNE A E [e dn 
«2]e—1]. 4 z-—logC —b/a) + nlogf/a, RN MRR HE 3: fA. 因此 
S>1/2 或 uM 
Sz] Vlog C 6/2) nog (B/ a) — idee | 
HEt atA SN EIL dB EE 7.7.1, a ——5/a,a,— 
—1,a,— B/a, B- 2(n-- 1) Bi =n f& 
- 352 *, 


S> A 
这 里 ABM ap OM HF AS? lel? lal >v de 

S2 |a|- Sule (7.7. 6) 
E C. 7. 40, C7. 7. 5) 踊 得 定理 . 证 完 . 
定理 7.7.2 的 证 明 ; 记 Cis Cis es AIL RRA EI Lee pee 的 可 有 
ARERO Slal> 18]. Be RRR. 因此 我 们 可 以 假设 la|= 
[8], Bla 和 8 ARMM. 注意 到 ,ceyB 和 Pre 是 局 (中 绝对 信 为 
1 的 共 斩 代 数 数 . 又 a/8 不 是 单位 根 , 由 此 可 得 mj/ 和 Be 都 不 是 
代数 整数 ,因此 存在 整数 环 Qt) 中 的 表 理 想 P BE ord, (a/B8)>0, 
设 m>n, me? 满足 


Um = uU, TD 
z "Ln 5 * g*—1 

即 BI) a om 一 1 
BIE nord, | 5 | ord, | 2) tord, (977^ — 13. SHE ord, ("一 
l?x;Cylogimn. 因此 

n=C,,logm (7.7.8) 
其 次 由 于 

lun | = | s 2max(Cial ,| 百 | al* (7.7.9) 
Be (7.7.7). (7.7. 8) 和 (7. 7. 9518 

m— n. Culogm C7. 7. 102 


I C7. 7. 8E CT. 7.10) ms LC E men, AHL AR. 证 完 . 

定 理 7,7.3 的 证 明 SPI Cisr Cirt" ;表示 反 依 赖 于 D, d,a, 
APH PRR AER. 注意 到 车 过 Cis 且 满足 (7. 7.3). Bg 
Ci. 满足 要 求 , 因 此 我 们 可 以 很 设 ns Cu d x * H (7. 7. 3) 得 

ldz’ = laz" tè l la |z" | 
HT Do] an7P RE Cr. 因此 


logzzzCun/g (7. 7. 11) 
dz b 

In 
1— Cela z aLi ala"? 
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设 EEKE al 75 or BO ROE ROREM Osce 
Hf llog(1+2) [<x H Jlog(1—2) s 2x. Fe 
log] | —5logz--glogz | «Cz (7. 7. 12) 


4 A=log |= | — »logz--logz--glogz,XES|8 7. 7. 1 PR x= 3,D= 


D,a = IŻ lsn =r m= B =g 和 B=n, Æ B (7. 7. 11) 和 6540, 
我 们 有 40. Ale | E 7. 7. 1 可 得 

lal >exp[— Cs Coggloge +7] 
H C. 7.10048 

{Al >>exp(—Cylogglogx) ]. 
比较 (7. 7. 12) 得 

—logglogz<Cy—Cyn (7.7.13) 
X = lax" +b oC". 
FY n 充分 天 时 ,有 Caglogzstn. 再 由 (7.7.13) 得 Crglog2<C,, 
7-logglogza. 因此 q «Cs. 证 完 ， 

定理 7.7.4 的 证 明 ;, 以 下 Cu Ca SIRF arab 8,40 d 

的 可 有 效 计算 常数 . 由 于 

dz =a bo" (7. 7. 142 
6 天 0,4, 户 为首 一 二 次 整 系数 多 项 式 的 两 个 根 ,又 a,8 不 是 实数 ， 
放 og HIKE BH, |al =| 8). ERB lei = 18121 CR IERES Ai 
FEA Eri£lel —18|ze v 2. B x* Cu lel". Be 


glogx Cn (7. 7. 15) 
由 定理 T. 7.148. 24 Cult, lex > lel s. X lalz- V k 
T «OCulogz. (7. 7.16) 


注意 到 a/8 和 a/8 是 次 数 为 2 AREKE [a] — 8|. S a/p 和 

B/a 的 绝对 值 均 为 1. 又 a/8 不 是 单位 根 且 QGO BUG RI ER (UR 

的 单位 . Bt a/f 和 B/a 都 不 是 整数 . WE p 为 Qla) 的 整数 环 中 使 得 

ord, a/B BX ord, B/« Ay IEW RBS. 不 失 一 般 性 , 设 ordya/8B 为 正 ， 
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由 da*-—az"-J-b6" 得 

ord, (6g) ords| +] +nord, | 5) (T. 7. 1D 
这 里 ?为 素数 请 上 的 未 理想 旦 PCs. TEC aC CE WE xg XB Sg PS 
成 立 ). XE UL. 7.17) 或 左边 应 用 引 理 7.7. 2. RK zy = dba = Boas 
二 zs 可 二 1,8: 二 1 本 一 4; 注意 到 9g 为 大 于 1 的 奇数 , 故 gtp ds 
7.7.2 得; 

nordn) 5 B 5) C. Cogglog2z+ - 十 Css 


因此 由 (7.7. 16) 得 

n«Cylogalogz 
Bir C7. 7. 15218 x 

glogx<Cy,logglogx 
因此 Ca. 证 完 

定理 7. 7. 5 的 证 明 :下 面 Co Cac OB fico d,a,zx,b. B 的 

可 有 效 计 算 常数 ,首先 我 们 注意 到 只 需 对 9 为 素数 证 明定 理 , 由 定 
理 7.7. 3 EH 7.7.4 Bg Co. lA r EQ OH BRA E 
生成 的 理想 , d Co^] L1 De]. 3X HE EE. 因此 对 avi 


merat, ei E]. 


H Urey = ES (aa T Jalg g)> 


车 us BE nea m dat W E" dat slit dk =d 这 里 d, 38 x, 为 整 
3E H Iz; Isla] e Ones 因此 ,只 需 在 假定 [ed]j,E8] 互 素 时 
证 明定 理 成 立即 可 ， 然后 将 此 结果 应 于 dizi =k "um pm O 或 1 
即 得 除 2 1 外 拘 有 nn<<Ca. 当 1 BEL HUT ey 有 不 时 单位 根 ， 
故 由 定理 7. 7. 1 18 n Ca. 因此 rau tle. 从 而 TC 
HERTZE 

dz? =a + bf" C7. 7. 182 
xx E [a Wn LE] X. Hx P Cel. IDR. 适当 调整 > 和 < HA 
T. RINT URE Lo (PER TERI dat RE d om/ IUBE a. 
这 里 为 和 如 的 范 数 的 最 大 公 因 子 . 可 得 : n AG re A r6 28] 

* 355" 


为 代数 整 的 整数 ,显然 我 们 可 以 选 定 nC, 
E q3, $ n2m4d-4.9-—0 2€ 1, H CT. 7. 18) 18. 
rda* — rao! (a)! rbi 
€ q—2,4 n—3m--yj 40.1 È 2. 78 
rdx —raa* (a7)! —rbfr (7. 7. 20) 
由 于 Norm Go) B6 EXC ISP Cu, 将 引 理 7. 7. 3 应 于 (7. 7. 19) 
fil (7. 7. 2028 | xl Cas. [RI | az +O" | Cus. 再 由 定理 7. 7. 1 得 
nC. 证 完 . 
7.7.4 联 立 不 定 方程 和 P, 一 数组 . 
设 a 为 整数 ,车 不 同 的 正 整 数 集 A= in $t HIE xyes 
Aj HEAR. WUR AARE n i3 P— TRIB. 因此 {1,2,5} 
是 一 个 长 度 为 3 的 P_, 一 数组 . (1,79, 98) BE 3 889 P, 一 数组 
{51,208465,1973,2328} 是 长 度 为 4 的 P, 一 数组 .一 个 PP 一 数组 
X SAR OPE ycX iy UX 为 P 一 数组 , 则 称 X 为 可 扩张 的 
到 :一 数组 l 
关于 P- Eig B3 KET HEAR. BSL. iN 
Diophantus 上 时代. (Dickson [7. 81 Vot E -P513). 在 此 方面 一 个 重 
大 的 进展 是 1969 年 由 Baker 和 Davenport[7. 82] 得 到 的 ,他 们 证 
BH 局 一 数组 (1,3,8,120) 不 可 扩张 ,从 而 解决 了 Fermat 提 的 一 个 
问题 , 即 找 册 了 所 有 整数 z, 其 中 z 使 得 {1,3,8,z)} 为 三 -一 数组 ， 
随后 10 £, Kanagasabapahty 和 Ponnudurai ^? Sansone” 5? 和 
GristeadU-*145 h T — A IR [RT] VE BJ. 其 中 [?. 333 的 证 明 是 完全 初 
等 的 , 仅 用 到 二 次 互 倒 律 .之 后 Mohanty 和 Ramasamy'^*? 
Thamotherampillaic7 "H, Bromn7 ™ , XE if MbU- 1188 4 SIGE gj T — ae 
类 型 的 长 度 为 3 或 4 的 已 一 数组 不 可 扩张 ,但 自前 还 没有 人 给 出 
KH 55m, i. 
另 一 方面 ,Hoggatt 和 Bergun!” 9148 Bj —3 A Fibonacci 序列 
T XB Pi RA Bas Freee Betts Fatt X Fee X Fura) y ZRIB f 
ATR RE LE AA ES BE 3 的 已 一 数组 { Funus Fux MPEHP TK IE ME 
一 的 . 在 此 方面 的 推广 工作 有 Morgodat7e0 Shannon! 5? , Ho- 
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radam'7-*7, 例如 Horadam 于 1987 年 得 到 了 下 面 一 般 性 的 结论 . 
定理 7.7.6 wo =asun =b W. = Pity qu. ,e- pab— gal — 
& ,n—0,1,2-- 

uy Ou = 1 pr Pus —qu,n==051,2++ 
则 当 m3] 时 ,集合 

{Oy 9 Whar NO Ant a a (7. 7. 21) 
rc fo PU M 208853 C eg") Ga :之 和 为 完全 平方 数 , 这 里 加 为 
AS w 的 下 标的 最 小 者 ,一 1 2o ns M s WEB 
Xm. 

证 由 (2. 3.8) 我 们 有 


TOTO Era a ty Um ER HU, (7. 7. 22) 
以 ntr 代替 (7- 7. 23) PR n f8 

UU, csi s egi UH, m uii, f (7. 7. 232 
UA "十 2r 代替 (7.7. 23) 5 $8 

Wet eater te Eg uu. = Ua (7. 7. 24) 
以 2r 代替 (7. 7.23) 中 的 -得 l . 

Usa. ar — OY dy CI. 7. 25) 


(7. 7. 22) FHA: 


AWU nir Wat Wnr F Cg" D ufus! = Cura, coeur eo" 


(7. 7. 26) 
(7. 7. 26) PIE s= 2r 18 
Avett rea Ue d- Cog? ud us! = Coton a as d wu Water )* 
“C7. 7. 27) 
BA acter F038 CET. 27) 中 的 + 得 ' ? - 
: Attias Wind arar trair H Ceg F beet <o 
(wad C7.7. £8) 
在 (7. 7. 222 PS 5 一 r 得 
Aww + Coq at = Gamat dw) (7.2. 29) 
BE atr FRAG C7. 7.290 9180] + 18 
Supt + Ceg D ul = Gutes dr wie) c 《7.7. 30) 


# = - 


综合 CF. 7. 335,07. 7. 24), 0. 7. 2522, C7, 7. 2609 C7. T. 22) CT. T. 
28),(7.7. 29) , 7. 7. 30) 即 得 定理 的 证 册 . 证 完 ， 

关于 {7. 7. 21) 的 一 个 重要 的 猜想 是 r= AW Warr Wars tE 
否 是 满足 定理 7.7.6 PHBH BH. 

其 次 ,我们 不 难看 出 .长度 为 n dà P, 一 数组 的 扩张 问题 与 二 
次 联 立 和 不 定 方 程 组 密切 相关 ,下 面 我 们 先 用 Baker 有 效 方 法 证 明 
下 面 一 般 性 的 结论 ;然后 将 上 面 一 些 概念 黎 些 推广 ,提出 PST 
组 的 概念 ,并 提出 一 些 有 价值 的 有 待 解决 的 问题 . ! 

定理 7.7.7 Bab 0 aub; 不 是 平方 数 ,c; HESRER I= 


2 如 不 是 有 理 数 的 平方 , 则 二 次 联 立 不 定 方程 组 
" —h, y! — c 


(apr? bz =e, 
仅 有 有 限 客 组 整数 解 ,六 可 有 效 计算 . 
证 由 87.1 的 结论 不 难得 内 LEUR aic —5y —a 的 二 可 由 
ARMEA e HH Be RAPER a= ao" +B fi, 


n-0,.1-, 这 里 @ 表示 aby =l 的 基本 解 zit yy, ab B= 


X—W a,b, yi, AB S50, i ay — biz? = es 的 £ 可 由 有 限 个 序列 
(o, US Aue} AE PIER cus Arai + Bof n— 0,15 EE ay 


表示 d -aby 二 1 的 基本 解 esr ys Yebber ub, 
AB: 0, 

、 由 定理 的 假设 条 件 知 ， ase ag XXI r 为 某 个 有 理 数 ， (否则 有 
amas! ksl 为 整数 ， 由 此 得 出 a,b Bib: feed MEAE 
T RANER Rt TERR RETI PP Las a DOR RST m, 
nf BE cis revu. 显然 我 们 不 妨 选 CEA FPE n EL ad.» 

车 in =, WY Asa" +B, 8," — Ap + BeBe: BF aS, = ef, = 
I: £l 8:1. hE BY 8 ` ' 

| Aye — Aso | | By | +) Be | o 070 (001.32) 
Bi C7. 7. 32) Bic $c f - 
abi 


1.2. 


(7.7.31) 


CyunXinxiC;m 
其 中 CC: 为 仅 依 束 于 AA BIET |B. Tom B; 的 可 有 效 计算 
的 正常 数 
记 S= |E a a Tn (7.7, 33) 


显然 SAO. 由 于 对 任何 复数 <, 要么 |e — 1| s REENER 
O k Elesi | 20e — 11,4 z—log 4+ nloga, + C7 mlga iU 
对 数 取 其 主 值 . 因此 S Lost 
se log 全 十 nlogas — mlogo, — ikr | 
Xx B 1E S Otantik ABM, ESE 7. 7. 1 PR as LE 


—1,a zx T y, Na by a —axu oy, Vab B=(2C,+2)m.B =m 
fü: 


S> ATIE 
这 里 A-—Zn 表示 zi v a, B m ER EG 
Sca | oo (7, 7. 34) 


B (7. 7. 822. (7.7.33). (7. 7. 342 9l m EFE JA RE n ELI BD E E 
成 立 ,证 完 . 

注 :事实 上 ,在 定理 7.7.7 的 证 明 过 程 中 我 们 证 明了 更 强 的 结 
i5. Bp 

[us 7v. | mart | tta is Le [DF CEN 
这 更 CARREF Gi 18 Go. S EURO PCR RE e 

opi) P,— RAE RSA ZEATE 如 果 
FBR TEER XS Gn sonno AE RHE 563.0 ERES E nick 
是 一 个 平方 数 ， MAMMA n) 了 一 数组 .如果 存在 ve X fi 
XU ty} Ps— RAK PL RX BAP KH. BARR S 只 
会 一 个 元 素 如 则 就 是 通常 所 说 的 记 一 数组 。 如 果 S (C eg^ Yu 
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Cub —1 3£ 2, & € Z* n 为 二 阶 递归 序列 a = puis+1 一 

的 主 序列 }. 则 由 定理 7. 7. 6 4n (o... TU, ge. S ars AS MD 
是 长 诬 为 4 的 PP, 一 数组 ;如 果 5 为 有 限 集 ,利用 定理 7. 7.7, 我 但 
LE 

13 7.7.8 WS HARM n> 0702 70, HG: 
Xr) DÀ 已 一 数组 , 若 X5 已 一 数组 且 X200 mz) X15 
一 个 仅 依 束 于 S 和 s oos 的 可 有 效 计算 常数 ， 

证 RMR ICXH LEX WO tto xn. 
D-— arr E S. BU PES A. B.C FB AT — 2B. nA — Ct. 
rQB'—d44 ES. 这 里 S AAEE. E nn =0 H F 2A? 
-n B'ES. KA BAR ATI CORE. BERNAT ,也 就 是 ! 
X|FLF— PRBS Sto. X1. X1 的 一 个 可 有 效 计 算 常 数 , 若 .rz 
一 口 ,或 z,z;—L 1,56 AES CURL uE BH. 

车 XgX3 r ET 9 TOT 都 不是 平方 数 , 将 定理 7.7.7 应 用 于 oA’ 
—3aB'zAU CCS AELIAN BCX AR REX | 
FF — PILAR Simon 的 可 有 效 计算 常数 ,证 完 a 

显然 ,对 于 r 一 数组 ;下面 一 些 间 题 是 很 基本 的 . 

问题 1 SAERX XS P. RS LX HE S R 
HAEREERE. EC LX LRL LS RRA? REESE 51 —1 
HEERA LXI? 

问题 2 SHX ) 当 法 半 群 的 一 个 具有 有 限 个 生 威 元 的 
于 群 或 其 子 集 时 , 甩 刁 为 己 一 数组 , 问 | 和 | 有 界 的 充 要 条 件 是 什 

At AD 

= (C—eg^Yul Cul! 1221 R 2, h € Z* e= pab— ga —b, 
aim BEEF] ua = Petes: 一 qu. 85 E AD B. X € fton» 
ted maa) BRK P, — BUB fa LX RICERCA LC EEY 4? 
X ASE? FUE FRAT X m {tirtrap as an bar}? 
问题 3 上 述 绪论 是 否 可 推广 至 亡 上 有 限 次 并 数 扩 域 中 去 ? 

是 否 可 推广 到 群 上 ? l 
最 后 ,我 们 注意 到 当 5— O^ 146 Z* U (32 2# Ezt X= 

« 360 * 


(2,22, ,27, Pg P.— G8, A |X| oo 


+ 361° 


[7. 1] 


L7. 9] 


L7. 19] 


[7. 111 


[7.12] 


$e XE x w 


E. A. Bender & N. P. Herzberg, Some diophantine equations related to 
the quadratic form ax* 十 by sin” Studies in Algebra and Number Theo- 
ry. " (Rota, Ed. ? 219 — 272. Advances in Mathematics Suppementary 
Studies, Vol. 6. Academic Press. 1979. 
R. K. Guy. Unsolved Problems in Number Theory. Springer Verlag. 
New York. 1981. . 
肖 开 RT RR HILT BS ARSE 7 (09875. 808 — 810. 
REZ AT RRB —T Golomb HE, [] I5, 31989). 277— 
282. P 
HA EF AIL EU. 川 大 学 学 报 ,3C1989》 ,277— 
282. 
W. L. McDaniel. Reprentations of every integer as the difference of 
Powerful numbers. Fibonacci Quarterly. 20(1982). 85 — 87. 
S. W. Golomb. Powerful Numbers. Amer. Math Monthly. 7161970)... 
848— 852. 
C. Vanden Eynden. Differences between squares and Powerful num- 
hers. Fibonacci Quarieriy. 24 (1986), 347 — 348. 
R. A. Mollin &. P. G. Walsh. On nonsquare powerful numbers ibid. 25 
(1987), 34— 37. 
R. &. Molin &. P. G. Walsh ,On powerful numbers. Internat. J. Math 
Swfah. Sci Vol 901986). 801— 808. 
R. A. Mollin &. P. G. Walsh ,A note on Powerful numbers, Quadratic 
fields and the pellian. C. R. Math. Rep. Acad. Sci. canada. Vol. vin. 
(1986). 109—114. 
R. A. Mollin &. P. G. Walsh On nonsquare Powerful numbers C. R. 
Math. Acad. Sci. Canada —V olx. (1988). 71 —78. 


[7.13] 柯 召 . WR. SF Fibenacci 平方 数 . 四 川 大 学 学 报 .201965). 11 
* 362 * 


—18. 
J.H. E. Cohn. On square Fibonacci numbers. J. London Math. Soc. 39 
(19642. 537—540. 
©. Wyler. Squares in Fibonaui series. Amer. Mah. Monthly. 71 
(19645. 220— 222, 
BR ATTEB X' -Dy =1, EU HAE SER 110875). 57 
—81. 
BIHFRBELSSTEXEUE BUTTER X Dy! — 1 SINKS HE 10979). 
1—4. 
HA, PMP.SSECTOEGETD GI ER X'— py = 1. 8 SE H 601979), 
721—723. 
TB.PRHD.X'7—72534'—1. 四 川 大 学 学 报 . 4(19795. $5— 9. 
L. J. Mordell. Diophantine Equations. Academic. 1969. 
W., Ljunggren. Some remarks on the diaphantine equation X! —dy' = 
1 and dy 21. J. London Math. Soc. 4$1(1988). 542— 544. 
R. T. Bumby- The diophantine equations 3X‘ 一 2y! = 1. Mask. 
Scand. 21 (19672. 3144 — 148. 
J. H. E. Colin. Five diophantine equations. Math. Scand. 21(1967). 
67 — 70. 
J. E. E. Cohn, Eight diophantine equations. Proc. London Maih. Soc. 
16(19665. 153—166. a 
J. H. E. Cohn. The diophantine equation K* — Dy = 1, Quart.. 
Math. Qr ford (3). 2611973). 278— 281. 
Hd DR ey — c-r Ort DEBEAS IR uc BE. Pu JI] A Sese 
报 研究 生 论 文选 刊 . 1985. 1— 10. 
罗 明 ,关于 丢 普 图 方程 6y* 一 (zx 十 1) (zr 一 x 十 5) CED 
TH SEE REDS P! — 2g — — LU JA AESE BEBE SEHE I 3C 
选刊 ,19856. 1 一 9. 
R: J. Stroeker. How to solve a eiophantine: equation. Amer. Math. 
Monthly. 8(1984). 385— 392. 
J. H. E. Cohn. Lucas and Fibonacci numbers and some diophantions. 
Proc. Glasgaw Math. Assoc. 7 (1965). 24. — 28. 
E. Brown, Seta in which xy-F-k is always a square. Math. comp. 45 
- 363 - 


[7. 32] 


[7. 33] 


[?. 34] 
[7. 35] 
[7. 86] 
[7. 37] 
[7. 38] 
[7. 39] 
[7. 40] 


[7.41] 


[7.42]. 


[7. 431 


[7. 441 


L7. 451 


L7. 46] 


[7. 47] 


(1985). no. 172. 613— 620. 

N, Thamotherampillai. The set of numbers (1. 2. 7]. Bull. Calcutta 
Math. Soc. Vol. 72. (1980). 195—197. 

P. Kanagasarapathy and. T. Ponnudurai. The simultaneous diophan- 
tine equations y' — 3x! — — 2 ord z! — 8x! == — 7. Quert. J. Math. Ox- 
ford ser(3). Vol. 2601975). 275—278. 

M. Goldman. On Lucas numbers of the form pc". where p= 3. 7. 47ar 
2207. Math Reports Canad. Acad. Sci. (June. 1988). 

N. Rohbins. Lucas numbers of the form px’. where p is a prime. fn- 
ternal. J. Math. Math. Sci. Val. 1401991). NO. 4. 697—704. 

8. P. Mohanty. Integer points of y! —x*— 4x 4-1,J. Number. Theory. 
30419885. 86 —93. 

T. Abshecol. On the diophantine equation Jy Cy + 15 — x -4- 12 (x 4- 
2). Acta, Arith. Xa (1967) 

L. J. Mordell. On integer solutions of y (y 1-1) = x (x 4- 12x 2). Pa- 
cific J, Math. 1301963). 1347 — 1351. 

W. Ljunggren. On the diophantine equation Ax*— Byf—c(c— 1. 4}. 
Math. Scand. 2101987). 149—158. 


BR. SFE Bo’ +1 = Dy". 中国 科学 ,12(51981). 


‘1453-1457. a 
MESAFE =y +l yA, 四 川 太 学 学 报 . 101962). 1— 6. 
G. Terjanian. Sur l'e'quatin r+ y^ =g, C. R- Acad. Sci Paris. 285 
C1977). 973—975 : 
A. Rotkiewiez. Applications of Jacobi’s symbol to Lehmer s numbers. 
Acta Arith, X M (1983). 
T. Nagell. Sur Yimpossibilite’ de l'equation inde’ texmine’s x? 4-1—y*. 
Norsk. Mat. Forenings Skrifter (19215). No. 4. 

D. H. Lehmer. An extended theory of Lucas functions. Ann. of 
. Math. 31619300. 419— 438. 

T. Nagel. The diophatine equation xt -+ 7 = 2*. Arkiv matematik. 4 

(18605, 185 — 187. 

H. Hasse. Uber eine diophabtische Gleichungen "Von Ramanujan — 
Nagell und ihre Verallgemeinerung. Nag. Math. J. 27(1966). 77 — 


* 364 - 


EF. 


L7. 


[7. 


[7, 


[7. 


[7. 


L7. 
L7. 


{7. 


L7. 


[7. 


[7. 


L7. 


[7. 


[7. 


18] 


49] 


50] 


51] 


52] 


531 


54 j 
55] 


56] 


57 j 


58] 


59] 


60) 


61} 


82] 


102. 
' D. G. Mead. The equation of Ramanujan~- .:. i! andEy!] Proc. 
Amer. Math. Soc. 41.1973). no. 2 333— 342. 
T. Skolem. 5. Chowla and D. J. Lewis. The diophantine dquation 2*+ 
2—7 — x! and related problems. Proc. Amer. Math. Soc. 101959). 
663— 665. 
F. Beukers. On the generalized Raranujan —Nagell equation. E 14c- 
ta. Arüh. Vol. 38. 1981. 389—419, I i Acta. Arüh. Vol. 39. 1981. 113— 
123. 
R. Apéry,Sur une equation diophantienne. C. R. Acad. Sci Paris 251 
(19605. 1451— 1452. 
W., Ljunggren. On the diophantine equation Cx! -D y^. Pacific J. 
Math. 14(1964). 585—596. . 
E. L. Cohen, Sur certaines equations diophantiennes quadratiques. C. 
R. Acad, Sci. Paris Ser A— B 27401972}. 139— 140 
R. Alter & K. K. Kubota. The diophontine equation x! d- D= FP". 
EF ATEFA x 十 4p" elep 长 溃 忽 道学 院 学 报 , 7 
(1989) no. 3. 85 — 92. 
C. Skinner. The diophantine equation x'—4q" — 49-1. pacific J. 
Maih.139(1989). 303— 309. 
C. L. Siegel. Die Gleichung ax" — by" — c. Math. Ann. 114(1937). 57 
— 68. 
A. Baker. Rational appraximations to V/ 2 and other algebraic num- 
bera. Quart. J. Math. oxford Ser. (2) 1501964). 375-~ 383. 
J. Browkin and A. Schinzel. On the equationZ" — D—y Bull. Acad. 
Polon. Sciser. Sci. Math. Astronom. Phy. 80.966), 311—318. 
A. Schinzel. On two theorem of Geliond and some of their applica- 
tions. Acta Arh. 1301967). 177 — 236. 
N. Tzanakis and J. Wolfskill. On the diophantine equation Y'— 4q"+ 
dqt l. J. Namber Theory. 23(1986). 219— 237. 
N. Tzanakis &. J. Wolfskill. The diophantine dquation x! = 4q"?-+-4q 
+1 with an application to coding theory. J. Namber Theory, 26 
(19875. 96 — 116. 


* 365 * 


[7.62] 


[?. 64] 


[7. 65] 


F7. 66] 


[7. 67] 


[7. 687] 


[7. 68] 


^ £7. 70] 


[7. 71] 


[7. 72] 


[7. 73] 
[7. 74] 
[7.75] 


[7. 76] 


[7. 77] 


R. Calderbank. On uniformly packed Tn. n —k. 4] codes over GF tq) 
and a class of caps in PG Ck — L q). J. London Math. Soc: C2) 26 
(1982). 365 — 384. ， 
BFS KFESAAR yap tap tl. CRRR). 
REP. KF RSA PH S—D-—£^d MISCERE TR. Vol. 34, 
(1991). no. 3. pp. 379—387. 
5k i$ B .Un the diophantine equation z! +D= 4p. J. Number Theo- 
ry. Vot. 41(1892). no. 1. 87 —97. 
Le Mao Hua. On the diophantine equation z! —- D= 4P", J. Number 
Theory. Vol. 4101992). no. 3. 257 — 271. 
Le Mao Hua. On the generalized Ramanujan— Nagell equation z! — D 
—2":, Trans. Amer. Math. Soc. Vol. 334. (1992). no. 2 800 — 825. 
XC AGEJdOÉ axo D-—4P PRR KOR MSR SR 
RH) . 
章平 之 ;关于 不 定 方程 X: 一 了 D= 了 PP 的 解数 ( 特 发 表 ) 
M. Mignotte & M. Waldschmidt. Linear forms in two logarithms and 
Schneider's method. Ann. Fal. Sci. Toudse Math. 97 (1989). 43— 75. 
B. M. M. de weger. Products of Prime Powers in Binary Recurrence 
Sequynees Part; The Elliptic case. With an application a Mixed 
quadratic 一 Exponential Equation. Math. comp. Vold?. (1986). no 
176. 729—799. 
A. Petho and B. M. M. de weger. Products of prime in Binary Recur- 
rence Sequences Part]: Math. comp. Vol. 47(1986). 713— 727. 
B. M. M. de Weger. Algorithms for Diophantine Equations. Ph. D. 
dissertation , Centrum Voor Wiskunde en Informatica. Amsetrdam. 
1988. 
A. Baker. A Sharpening of the bounds for linear forms in logarithms 
. Acta Arih. 24(1973). 33— 36. 
A. ]. Van der poorten. Linear farms in logarithmw in the p— adic {ae 
in Transcedence theory advances and applications. eds. A. Baker. and 
D. W, Masser. p29 — 57. Academic Press, London. New — York. 
1977. . " 
K. R. Yu: 579). Linear forms in logarithms in the padic case. New 


* 366 * 


[7. 78] 


[7. 78] 
{7. 80] 
L7. 81] 
C7. 82] 
[7. 831 
(7.84) 


[7. 85] 


[7.86] 
[7. 87] 
C7. 88] 


[7. 89] 


[7.96] 


L7. 91] 


advances in Transcendence Theory (A. Baker ed.) Cambridge Unt- 
versity press. 1988. chapter 26. 
S. V. Kotov. Über die maximale Norm der ldealteiler des Polynoms 
AX” + By" mit den algebraischen Koeffizienten. Acta Aruh. 31 
(1976), 218 — 230. 
C. L. Stewart. Divisor Properties of arithemetical sequences. Ph. D. 
Thesis. University of Cambridge. 1976. 
T. N. Storey and R. Tijdeman. Exponential Diophantine Equations. 
cambridge Univ. Press. 1986. 
1. E. Dickson. History of the theory of Numbers. Vol. Carnegie Insti- 
tute Washington. 1920. reprinted. Chelsea. New York. 1966. 
A. Baker & H. Davenport. The equation 3X! —2— Y! and 8X! — 7 —Z! 
Quart J. Math. Oxford Ser (3). Vol. 20 1959. 129—137. 
G- Sansone. lisistema diofanteo N+ 1— x. 3N 2-1 — y". EN 2-127 Z*. 
Ann. Mat. Pura. Appi. (4). Vol. 11101976). 125 — 151. 
C. M. Grinstead. On a method of solving a class of diophantine equa- 
tion. Math. comp. Vol. 32(1978). 938—940. l 
S. P. Mohanty & A. M. S. Ramasamy. The simuraneous diophantine 
equations 5Y —20— X' and 2X’ +4= Z7. J. Number Theory. V ol, 18 
(1984). 356 — 359. . 
J. Morgado. Generalization cf a result of Hoggatt and Bergum on Fi- 
bonacci numbers. Porzugaliae Math. Vol. 41. (1983— 84), 441 — 445 
A. F. Horadam. Generalization of a result of Morgado. ihid. Vol44 
(1987). 131—1365. 
A. F. Horadam & . A. G. Shannon. Generalization of identities of 
catalan and others. id. 137 — 148. 
V.E. Jr. Hoggatt &. G. E. Bergum. A Problem of Fermat and the Fi- 
bonacci sequences, the Fibonacci Quarterly. Vol. 1511977). no. 4 323 
一 330. 
D. T. Walker. On the diophantine equations mx*-—ny! =£}. Amer. 
Math. Monthly. 74419857). 504. 


DS REL RT GEED ET 3 
学 学 报 , 专 辑 (1989). 20— 24. 


by! AS Ey 四 川 大 


- 367 - 


[7. 92] 


[7. 93) 


[7.94] 


[7. 95] 


[7. 96] 


[7. 97] 


[7. 58] 
£7.59] 


[7.100] 


[7.101] 


[7.102] 


WHE KFS SHH mE E iy. 科学 通报 . 35 (1990 no. 7. 
492— 494. 

PER, $T Stormer 定理 的 推广 和 应 用 ,四 州 大 学 学 报 研究 生 论 
HEFL. 1991. 52—57. 

SEZ Peli HEH—TPHERRAREREFR PARA KOR 
SS BEER RE). 

REZ X Dy =—1 WME RD RMS Re ER 
32). 

WH HT LBB E a" — k= 1 A a7 —6 —2. 四 川 大 学 学 报 . 1 
(1989). 1—5. 

W, Ljunggren. Some theorems on indeterminate equations of the form 


x*—1 
x—1 


FE PARE RRA EE LERN HEH, 1980. 
T. Nagell. Introduction to Number Theory. John Wilty and Sons Inc. 
New York. 1959. 
PBR SEF RHE Det +1 = y. uj 3E Vol. 241987). 
19—24. 
BEN SEP ORE EAR y! — 22! — 1. Z 5r — 4 WI y*— Sz! — 4. 
Z!—10z!- 9. 同上. 25— 29. 
朱 卫 三 ,x*' 一 Dy' 二 1 可 解 的 充 要 条 件 , 教 学 学 报 , Vol 2801985). 
681— 683. 


—y!. Norsk. Mat. Tidskr. 28(1943). 17 一 20. 


' 368 - 


第 八 章 ” 数 的 Fibonacci 表示 


本 章 将 介绍 整数 的 Fibonacci 表示 及 其 性质 ,有 关 表 示 中 数字 
和 的 结果 ,还 将 介绍 下 一 L 连 分 数 及 相关 性 质 . 同时 我 们 也 介绍 一 
个 相反 的 问题 , 即 用 实数 来 表示 F— L. 整数 . 作为 工具 ,我 们 将 研 
RGA RRRABKRER HARM Re FL 数 阵 对 正 整数 的 
划分 问题 .本 章 内 容 ,在 对 策 论 ,密码 学 ,数值 分 析 以 及 计算 机 科学 
方面 均 有 其 应 用 . . 


$8.1 SEX Fibonacci 表示 


8. 1.1 — Fibonacci AX 
—^ RIN BY Fibonacci SR CSI EE F SEO E 3E N ER 
为 正 的 ERA Fibonacci 38 270 MAB, RIE N 用 17.) 中 
的 项 表示 为 
N=fi, thi, Tv mtt Hfi "€8. 1. 1) 
E N Hy F RRP RORY BS PRR 
BM s 
1°. 加 项 中 不 出 现 相 邻 的 Fibonaeci %X , B8 
hig SeRi— BUSA erty), (8. 1. 2) 
2°. T8628 BARE AAGA f-f-DH 
k.z2. (8.1. 3) 
XH ,NN BF. 1. DARRIES C. 1. 281 (8. 1. 85 , 则 称 
为 标准 的 . Y TE E 表示 ,一 最 指标 准 表 示 . 
定理 8.1.1 ARR NWE F RAPER. 
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证 我 们 首先 证 明 存 在 性 , N AIA Fibonacci 数 时 结论 自然 
成 立 . 只 要 证 A KNAW ARM. TLS Sf, 2—f1,3= 
ft=f t Jas NM NAS 时 缚 论 已 成 立 , 现 设 对 N« f. 时 结论 
吾 成 立 . 当 A NSS A NS HN C FO N fifa 
—f.= fit RRADERE N- T. FER F Rm. ARR 
mA PMRADSS-- ANH F RRAFREBEEN. 

的 标准 下 表示 , 设 LNA NUS mE FR. 1. 
10. BRP s f. 今 证 必 有 f, fo BRR R ECT. Hi 
(2. 4.13.34 n—2& AT 

N.fuaadctfÁuadeTffu- A=, 
当 22-1 时 有 

Nu faudfsadeBÁefsaa-f-f.-—l 
3g5 Nf. FA. HNSI ANIAR N 一 让 的 标准 下 表示 是 
唯一 的 邑 得 所 证 . l 

LB SE EM PK Zeckendorf 定理 ,因为 最 先是 他 在 1939 年 提出 
自然 数 的 下 表示 问题 . 不 过 他 当时 还 只 证 明了 茶 在 性 而 唯一 性 
是 由 Lekkerkerker 在 1952 4E uEBH AY" 7. N 的 标准 下 罕 项 也 可 转 
斤 为 二 元 数码 的 形式 ; 即 (8. r 1? 可 改写 为 

N= >) ch， a=0 或 1， (8. 1. 4) 
从 而 N 对 应 于 一 个 二 元 码 
Ce (8.1. 5) 
TREG 1.30 8 rr REC. 1. 2) 则 变换 为 C 中 不 出 现 相 
邻 的 1, pti SR C H 1 不 相 邻 序列 . 此 种 形式 在 现代 密码 学 中 有 
其 应 用 中 和， 

MRE GR F BARR. 1. 1) 中 不 要 求 适 合 条 性 CR. 1. 
22，, 那 么 在 哪些 情况 下 仍 有 表示 的 唯一 性 呢 ? 我 们 有 

5838 8.1.2 把 自然 数 NN 表示 形 如 (C8.1.1) 的 和 ,如 果 只 要 求 
ky Dh >n kh De, 那么 , 当 上 且 仅 当 NAM f- 一 1 的 数 时 浪 示 才 
JE —55 , Bo bg eom. 
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098 Uns 


E EAE. E ONL—f.—1. S 4 —n—1. BRA <n 
— 2, [EH C2. 4.5), 此 时 将 有 
nf 
538. A —n— E. XH N— fi, = f.-2—1, In] HE RT iE 如 一 天 一 
3. 依 此 类 推 可 得 
N= ft fst fe st fs 
r 二 2 或 3, 依 为 奇 或 个 而 定 , 故 NN 有 唯一 表示 即 标准 表示 ， 
必要 性 , 设 N 具有 表示 的 唯一 性 ,由 定理 8. 1. 1* 此 唯一 表示 
必 为 标准 表示 , 设 为 形式 (8.1. 1), 今 只 要 证 (8. 1. 2) 中 右边 等 导 均 
成 立 且 名 二 2 或 3, 则 证 明了 NN RA fl 之 形 ( 理 由 见 充 分 性 证 
AB). REVUE AE HO ir DIE Eus R3. E(B. 1. 1) 中 可 将 
ABM Fusion fc XR UBER JR LEER A 3S, 
ARR fa ir fa EO IHE. 证 毕 . 
THEBIS EAURITEHTBIACEIR, 它们 在 一 种 叫 Nim 的 
对 策 中 有 用 . 
定理 8.1.3 HAEN N 的 标准 F 表示 为 (8.1.1)?， 
pul 
1* >k BE DSa .8.1.6) 
2° f,-«—2Cf.a—ND. (8. 1. 7) 
. WE 1". ERE AA +2, NÉE fim d aipat Sa >a, 
2. ENA : 
Jena N Afai fa ae oh aS 
= firi Sa, EA nici Sar = Pa ya 
2C a — N22 f na Si, uif TE. 
1907 4E , Wythoff 六 在 提出 一 种 新 的 Nim 对 策 时 引出 了 如 
下 有 趣 的 正 整 数 对 序列 : 
(0,25,€3,52,€(4,72, (6,100, (8,132, (9,15) , C11, 185, 
(12,205 ,(14,232, (16,262, (17,282, (19,31), (21, 34, 
2 (22,38), i, (8. 1. 8) 
此 序列 中 企 一 数 对 (as 和 ) 称 为 "P 
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1. a= Lint t Bia, WE Gn B) ms Cau dy 名 -1 中 未 出 现 过 
的 最 小 正 整 数 ， 

2°. b, =a, Hn. (8.1. 9) 

wythoff 3 Ve ZEE RBS TER v S BL PRTULÓS FERAS H 
的 联系 . 事实 上 ,我 们 有 

定理 8.1.4 设 正 整数 对 Ca.,5.) 定 义 如 下 : 

1*: Ca b = (01,221 

2*. n2» 1 时 设 n 一 1 B1 — BR FE RW 

Sale fi tht th TmeMPX, (8. 1. 10) 
E a= fi, ait" e+ t Sze (8. 1. 11? 
5, =f; cr Tf atts * (8.4.12) 

Jil Ca, sb) A Wythoff Xf: 

此 定理 并 未 要 求 (8. 1. 10039 n —1 的 标准 下 表示 ,因而 此 种 表 
RPR- ERE A RS a. MA EE SRR A KP 
ED AG SRE MEE? Oy dE BRIX — In] REL . TE UE BH IE Sg BE 
证 Carlitz HA yE 1968 年 和 1972 年 的 两 个 结果 . 

定理 8.1.5 BARK» AAP RAY F Ra 


mof, heat, beth: (8. 1.13) 
By DRR, fr ee U 
则 fanart ft fi fi s (8.1.14) 
H. fiat H asf too thi . 8.115) 


HE 先 证 (8.1.14);m 一 1 m= fy EMR = 
f, I EE. HX m 之 自然 数 (8. LID ERM. 今 分 别 考察 下 
列 情况 : 

& —j Bm fa, dome fa = f uer From EE BR UR 

fire thee iyo thas 
两 边 同 如 Fa- i=f,,- BIS Bra. 

kA MRR A> Ah. ERGE 8. 1. 2 之 证 明 可 名， DR 
h-h-r FRESE ABS, 34 
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1*. ; — 4 — 1 Hb, fi] 8, — ju KoA 之 情形 可 证 . 
2 下 二 各 一 2 时 ,出 (8.1.13) 化 为 
27, Ha, +e TA —, Te: Mf. 
SA 1=4,—-2=% MAR. 4. OAR AD Ae RM 
Mak p=. KO 
Fathi ten they m fum fum. 
由 归纳 假设 有 
Fiyat tS aSpa tt- r] 
P3 x3 Fed faf, - bt, = fi +f- ENE. 
3°. kki —2 BY, (8. 1. 13 BE 
ft ft 1 
由 归纳 假设 有 
fast | EE 
POR aam iam fiam) BE. SE (L1. 14) 已 获 证 
BB. 至 于 (8. 1. 15) 之 证 明 , 完 全 可 仿 上 进行 ,只 是 在 利用 归纳 假设 
时 作 相 应 改变 而 已 . 定理 证 毕 ， 
由 定理 8.1.5 可 以 得 到 
定理 8.1.6 在 定理 8.3.4 中 定义 的 正 整 数 对 (qu 加) 对 于 每 
个 x 是 唯一 确定 的 ,县 具 有 干 列 性 质 ，; 
1*. a, 和 如 均 分 别 为 严格 递增 的 ， 
2°. b, —a. trs 
3*. ES ARN HER RR n. HE N Sa 或 N=, , 
(ARE mAn 1E N S 2. —5.. 
dE 唯一 确定 性 已 由 定理 871.5 得 证 .下 证 诸 性 质 . 其 中 1 和 
2* 由 定义 显然 可 得 . 只 证 3. A a 之 值 与 a 一 1 的 下 表示 的 选择 无 
X, RAY 8. 1.10) Jg PER RP 273 WR 1. 117 已 是 m 之 
标准 下 表示 , E 22. WEE 5 lic, 09 
n 1= f, d thy. fat haat ths 
H kaite <r) 或 - 
n—1lefufuaid- "n" 
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FRAG. 1. 11) 相 应 地 有 
a, 一 =fiartr "+ fi- mitsa thet HAHAHAH 
=fr t tha ai HS zit CI) 
或 a fua. CI) 
AEH a. 之 标准 下 表示 ,其 特点 是 表示 式 中 最 小 加 项 之 下 标 为 
偶数 . 同 理 可 证 5 之 标准 下 表示 中 ,其 最 小 加 项 之 干 标 为 奇数 . 由 
际 准 表示 之 唯一 性 知 ,任何 ab. 对 于 任何 自然 数 NI ERI 
上 全 下 表示 中 最 小 项 之 下 标 为 倡 数 , 则 其 表示 式 必 为 (1 ) 或 tI) 之 
与 边 的 形式 ,或 为 (8. 1. 13 XML OS ZR 3D REDE S. 由 此 仿 上 述 证 明 
% HE nr 
N= fiS Sant e a 
为 标准 下 表示 , 且 kd. 于 是 取 
n= fa tee +a 
BY, JU H CB. 1. 100 2 C8. 1. 11) 可 得 N=a,. 周 理 , 当 N>1 HC ER 
准 下 表示 中 最 小 项 之 下 标 为 奇数 于, 必 存在 x 使 N=b, 又 N==1 
时 显然 . 证 毕 . 
下 面 给 出 定理 8.1.4 的 证 明 ， . 
n=] 显然 .2>1 时 ,只 要 证 a. 为 未 在 (al b e Ce Sb.) 
-中 出 现 过 的 最 小 正 整 数 即 可 . 设 这 个 最 小 正 整 数 为 N. NO 1. 
若 4 尖 NM, 则 出 严格 递增 性 知 aN TEA bata N TE 
再 由 严格 递增 性 知 N 不 在 任何 (au 名 ?中 出 现 ， 这 与 定理 8. 1.62 
3° Ng. 证 毕 . 
由 上 述 定理 又 可 立即 得 到 下 面 的 
定理 8.1.7 人 全体 Wythoff 对 (eb.) 将 Z* 划 分 为 两 类 :2Z1 = 
ZUZ EB Z (asian tt} Zo (bib) Z COR Zp pR 
的 标准 让 eo PAR d 2 EU RA RD. 
SPE 8.1.8 TERRA (a, 6.462152, RI ILS RB W ythoff 
对 的 充 村 条 件 是 定理 8.1. 6 的 条 件 1" 一 3 满足 . 
Wythoff 对 还 有 一 个 有 趣 的 性 质 ,就 是 与 所 谓 “ 黄 金 分割 数 ” 
(1 十 5 2/2 有 密切 的 联系 , 即 有 (Carlitzct 光 ) 
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定理 8.1.9 Br= (1+ /52/2;ND n€Z*,a.— ur Mf b, 
= [nr] Wythoff Xf. 

证 只 要 证 定理 8.1.6 的 条 件 per “Trl, C10? 
显然 , X b (ne 41) = Der] trata, ^. 2^8 E. 下 证 2°. 先 证 
对 任何 整数 zz>1 有 

[[m/z]c1— m—1 (8. 1. 16) 
或 L[m/r*18?] —m—1. (8. 1. 17) 
BARR Ubi [m/c]c RUn/e Je «m 知 ; 必 有 

[n/z]rm—1 Elm/r 1 m—1. 

F Da /t + lnr] Gn— Drm Gi — 12/8 —m—1. 另 一 方面 ， 
[m/r ]4- [imir ]ze [m/r--m/£& 1 —1-m —1. KIS J&. d C8. 1. 
16), (8. 1. 17? 必 有 一 成 立 . 对 任 一 自然 数 NN, 令 mr 一 NN 十 1. (8. 
L 16) ft sr nz [m/r WEBS N —a,. 34 C8. 1. 17? 成 立时 到 n= 
n/c? MG N= 

MP EERE CREE mn Emr] = =i] 反 设 有 [mr] 一 

Cert J= MA 
mr—l-«k-mr H ntf — «nt. 
两 不 等 式 各 边 分 别 除 以 = 和 到 然后 相 加 得 
m--n—1l«km-a, 
此 显然 不 可 能 . HEHE. 

由 定理 8.1. 9 可 进一步 得 到 WYthoff 对 的 一 些 恒 等 性 质 . 

定理 8.1,10 Wythoff Ai Cand JES F ASR : 


lta, ath E by atb 7C 0. (8. 1.18) 
2*.a,-—b,—1 H b =a tbl; (8. 1. 19) 
F, aug Oe 72 GB ma. KR FOGBS mobi (8. 1. 20) 
P, Bi ba = 304 mna, ME 208 mb: : (81.21) 

证 1°. 前 一 式 即 要 证 
[Loe ce] = [or J+ Une! 1 2 Dr 14-n. (8. 1. 22) 


i nr= narje W O-5—1,X.0«7—1«1, 
oe EEnE de] — [iet D] [canre] (Gir 2, ta] 
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—[2nc +a et] = [par e) -F(2—26&7]-- n7 2[nr ]H- n. 
一 起 由 b, — as rb, 即 证 ， 
2*. 只 证 前 一 式 , 即 要 证 
LEnr de] [n 1— 12 [nr] Hat. (8. 1. 23) 
[Lz12]1— [inr 6712 Dir? er] 
=([nr-+n—er]=[Gr—*,) — (z— 1225, Jin 
s=[arjt+na—i. WOE. 
3°. m—a,— [ne ]BE AU 17 22 之 结果 有 
an+ =L inr] + 122] £Grz— € 4-122] 
一 [az 十 2 一 er 十 z] 一 [ar] 十 1 十 ma 一 < 十 2， 
dat) ün = 2. 
m=b = [nz ]= [nr ]H-» A WAZ. 
4*. bnti bn = lanri tm tL — Gi m JR 25 
即 证 . 
自然 数 的 下 表示 问题 有 如 下 一 些 方 面 的 推广 ; 1968 年 ， 
Klarner 938 T FA CAO *z [ed BER PU AE ERE H E 
阴 了 ,给 定 两 个 非 负 整数 MORI 六 ,存在 一 个 整数 集 (Re ,天 } ,使 
得 同时 有 


对 一 六 十 和 TÁ, 和 N-f, site thi, +17 
并 且 i267 hf | E; — 2; | 2. 

1979 4F , Hoggatt SHES" T Wythoff 的 对 策 问 题 , 并 提出 
T X Wythoff 对 的 概念 . 1985 4, Bicknell — Johnsont 388 j^ 
Wythoff 对 应 用 到 了 Klarner 所 提出 的 推广 的 EF 表示 法 中 . 

1972 年 ,Carlitz 等 扩 20 提 册子 自然数 的 Lucas EAR CRE Le 
示 } 品 题 , 妈 把 一 个 自然 数 N 表示 为 正 的 , 互 晃 的 Luces 数 立 和 的 
问题 , 面 所 谓 N 的 标准 L 表示 指 用 Lucas HT 8] UM" 中 的 项 抠 N 
表示 为 


Noh berth: (8. l. 24) 
B Ikasi G—1se£43—1)2, . (8. 1.25) 
2 Fk 0, MW ESI . ] (8.1. 26) 
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不 难 证 明 , 对 于 自然 数 的 上 表示 ,也 有 与 定理 8.1. 1 相仿 的 
结果 ,其 他 一 些 结果 也 是 如 此 . 故 为 节省 夭 粮 ;我们 只 以 下 表示 作 
FRE. 

8.1.2 F 表示 中 的 加 项 个 数 

UE AEN 的 标准 五 表示 为 (8.1. 1), 其 中 加 项 的 个 数 ic 
3X FOND. FOVERE N 所 对 应 的 二 元 码 (8. 1. 5) 中 1 的 个 数 . 求 
FCN) 的 问题 由 于 有 其 实际 意义 ， 引起 许多 入 的 兴趣 . 1952 年 ， 
Lekkerkerker™ x£7F JJ. f£. €] f...—1 之 间 的 数 的 标准 F 表示 的 
加 项 数 之 和 


b(n) = > FO (8.1. 27) 
作 了 一 个 估计 ,他 证 明了 | 
lim£G4-1) / (GU) — G— VS /10. (8.1. 28) 


1983 4E , Pihko 3 给 出 了 一 个 完全 而 准确 的 结果 : 
定理 8.1.11 WECGOZE CL 1008. 1. 27), Wu 
Ein) — Cf tal. 12/5 G. 为 Lucas f. (8.1. 29) 
WE Sac fit, BRA ， 
PC fi tm) =1+F Gn) 
Pe 00510 = D FA, + m) = fea + SES Fon. 
Ag fa D= ft D0) For). 


RI Sat D 一 E60 = fat 21, FG. 
LMSC Beta) tec ae Efa OT 1 30) 
显然 有 初始 条 件 去 (2 一 此 38) 一 1 0s 7 9 (13D 


& e, B— Oto 5 2/2, RE ADAESEUOR A REC 1. 30) AE I £O 
= Ana Uf anl AR. 实际 代入 村 求 得 IWS FELD IE 
ps A/S 5 (BAD), PRR l 

Em) =a bea Hn eB OTE 

+ mod H Ens. 07 
以 初始 条 性 代入 上 式 得 a= Ms v5): 于 是 上 式 化 为 (8: 
1.29). 证 举 . ` 
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MA. 1. 29) RJ DA SE BRE CB. 1. 28). 在 [8. 18] 中 Pihko 还 把 58. 
1. 28) 的 结果 推广 到 了 一 类 更 广泛 的 所 谓 4 一 序列 , 1988 年 ,pi 一 
hko® "li F RRA L 表示 中 的 所 谓 极 大 (小 ?表示 的 数字 和 进行 
了 研究 ， ART AMT EENAA. 53 — Jr LH. 1986 4F, Coquet 种 


Bosch!* REI p a, FQ) 进行 了 估计 ,而 1988 4F ,Petho 和 


Tichy® 13 — RELERARINI 高 阶 F 一 L 序列 的 情形 . 设 
" cu, Kay arm Toy (iz aha £L 1 si ay Quos 77 二 Ti-1) G 
= 12-1). 对 自然 数 nenne U0). EM n HS m 表示 
如 下 : | 


mc 2 sem | (8. 1. 32) 

其 中 &,=([n,/w; 1, Eo = n. (8. 1. 33) 

而 n,-,7nj— £go; S jS D onn, (8. 1. 34) 

EX Sn) = 2) 5 (8. 1. 35) 
Petho 和 Tichy 证 明了 


LEs = c logN + p(logN/loga,) + O(agN/N), 
ax 


(8. 1. 36) 
其 中 < WIG w 有 关 的 正常 数 ,y 为 仅 与 mm 有 关 的 周期 为 1 的 有 
界 函 数 :m 为 vo 的 主 特征 根 . 
对 于 一 般 的 自然 数 N, 求 出 FCN) 的 表达 式 的 问题 ,是 一 个 困 
难 问题 . 1988 年 ,Freitag 和 Filipponi 758 HET dal F — Pp Ar X 
任何 N> 1, 必 存在 a LEN IS mR aA N 在 f 中 的 出 现 
Kh). > JAN =d Ni N= fad, Wi FOND =F Uad). MF ta 
$20 RA ERIH a. Hbf EA HUE FAD HBR RBA, E 
其 叙述 与 证 明 均 较 长 ( 共 20 个 定理 ), 我们 下 面 将 提出 较 一 般 的 结 
果 , 和 而 选 到 他 们 的 结果 作为 具体 例子 . E 
定理 8.1.12 两 个 Fibonacci HZ 3805 HME F Xeon RIMM 
如 下 : 
FO — Saad = FS fua] 
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=m — nim > n > 0), (8. 1. 37) 
FCP — fua) FL. 
-$—nGon2n;z0, (81.38 
FG. — fo) FUN fr + San) 
= m — n e lin, D (monio, 
(8. 1, 39) 
Fu — f = FULL fa fea) 
= m — n d 1 n n> 05,68. 1.40) 
其 中 lzy) $ Kronecker jp. 
WE 由 (2.4, 1) 我 们 可 得 
fac 2f A fea NC > 0), 
(8. 1. 41) 
以 之 代入 定理 中 各 式 的 左边 即 得 所 证 . 
推论 FOF mn 12/2] 8G, D[1--C—1»7]/2 
n7 n0). (8. 1. 42) 
定理 8.1.13 对 于 Fibonacci 数 和 Lucas HAT 
Fl Sml) =F farin H Smin) m2n 0), (8.1.43) 
FD =F FHF Sfm tha =2 GI», 


(8. 1. 44) 
Fl Fimen) = FC OT fuu] 
=2n-+-1(m>nZo, (8. 1. 45) 
Fi Fondin) = F(2Y fa) 
=2n+1 Gn 29 n0, (8. 1. 46) 
FG = FSI T fua 
= 228 (m > n> 0), (8.1.47) 
FüLafu) = FS fa) 
= 2n (men > 0), (8. 1. 48) 
Ff is) =F Satine funi) 
=2 Gm>2n-+-1>0), (8.1.49) 
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FG. f) FG =F fae + fm) =2 Gc. (8.1. 50) 
此 定理 利用 (2. 2.622,02. 2.64) 88 E — E BEBE UE. 
HE FCA 二 1 十 (一 1 十 n[1 一 (一 1)]/2 Gane). 
(8. 1. 51) 
FU.) =i (~—1)7+n[l+ (—1)"/2 tm>n > 0), (8. 1. 52) 
定理 38.1.14 1*. 3$ 3. AlN 的 标准 工 表 示 中 最 大 项 之 
下 标志 :一 2, 则 


Ff ia NO — FUND; (8. 1, 53) 
2°. soe3 kel, 的 标准 下 表示 中 最 大 项 之 下 标志 :一 ?2, 则 
F4, .N) — FN); (8. 1. 54) 


QuaEGZRQRZRA.N PEF RM PRAM ZS TRS 2, 
Wy 
Fs aN) — FUND. | (8. 1. 55) 
证 LV. RN WEL 表示 为 
N= tee +h, klk. 
id 2sk-—s-— r, ltr ， 
FN = Df = Deon (~— DSe] 
= fon tote E Fe H S Df 
tet C= 1 fia, tC DA CI) 
AO. E korok 均 为 偶数 , 则 由 已 知 条 件 知 CI) 为 
FAN 之 标准 下 Ven AM FOND =2r. & sse 中 有 奇数 ;但 其 
ANTS HE i RA A BA ee GE ea AR SRA 
I. ARORA SY ILA, — Fu I S mn. 将 这 样 
每 个 括 导 按 定理 8. 1.12 {ERREF 表示 以 后 ,(I) 就 化 为 N 的 
IHE F Ra. HEH Ae RRSA * 一 二 一 1 之 情况 . 因而 依 
(8. 1. 42), 对 每 个 这 种 括号 有 
FG A ~ fea m EO ha 2]. 
Bi H9] 90.4750 Hr F CF ND ZEE cE AAS k IGS. 
34 k= OHS. RHE L aR ERE CDU. be. 利用 (8. 1. 
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A .CUMRIMEÀS 
JAN fua toot fua, M Fed foa 
CD tt. 
Bk > 3, WERPEN Fes 2, SNR F 
CAN 24 与 元 美 . 若 名 1 二 3, 则 可 化 fer fef uv XE 
ka= WRAAE Feu fee ILLE LER CS SH 
AE RARE 2 的 情形 , Mong tit AGES FCÉN XB 与 点 无 
X. 
ETE LER ALA WARM. UWA — 6. — f — fuu 
TG. SE RS iA Bite ee. 
综 上 , 取 上 = 1, 即 得 所 证 . 
LA 3" 完 全 可 站 下 证 之 ,面具 更 入 单一 些 , 因 为 在 N 的 下 表 
示 中 不 会 出 现下 标 为 0 的 情形 . ' 
在 以 下 的 讨论 中 , 恒 约 定 do, BRS aid.fo—o(d)-o. 
定理 8.1.15 若 21 w= wld) dh Bh 
FAI d) =F, Soloi dk. '(8. 1. 56) 
证 d w= 25, 21s, Wil Fia faac nm fad RE - 
Jald = fufdsfu ifs -n/di 
BP N =d. BR o> REM 2 || e. VI ez26,5223 XN 
24, ,/274-,. 9 IN. CHL RA PRAM B Bo xus 2. 根据 (8. 
1. 53) 之 推 证 过 程 及 定理 8.1. 12 PN ZEE F 表示 中 最 小 项 
Wy F PRZRZsR— s—&,—1222s(R— +1, BRL Fuoco d 之 标准 
F 表示 中 最 大 项 之 下 标 至 少 大 2, 故 有 
Fifa! DFN) A-F ,0a 1/d). 
WARY kZ PERAE SEG 
FGu/d) —FCALN)R, 
即 证 . ' . 
定理 8.1.16 车 2iw 二 wid), 风 
Ffaid =F UL /A FC a1 C—10* 72. 
(8. 1. 57) 
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WE 利用 fa Saiao ROGO SAD BR —- 
Ff ald) =F Uf /dF Colk—2)/d)5 
再 由 对 应 于 k= 1,2 时 的 初始 条 件 分 别 解 得 
FG.a/d) — FQ SAE 
ER FG.no/d)? 2 FJ. /d)&T FG./d), 
即 证 ， : 
[ 注 ] 此 定理 包含 了 定理 8. 1. 15 的 结果 . BEE, Ñ 2 wd | 
zz 时 可 以 直接 验证 (8. 1.57) 和 (8.1.55) 之 右边 相等 . 
定理 8.1.17? 车 2te=-ew(d), RY 
FOfafd)- FG. f. /[dWR/A]--F&f ./d), (8.1.58) 
JB ry Ae BUR 4 最 小 非 负 剩余 ,并 规定 FORO. 
证 利用 Fa Sa shan eR. 1. 55)8] f$ 
FO af 2) = Fil fie DTE S vd) 
结合 E 一 1,2,3,4 时 之 初始 值 可 分 别 解 得 
FG uf d) FF d Yks 
Fí fourn! D= FLfu/d)k--FCI d), 
Ffor! D) =F Uin] uel DHF S wrd} c 
Ffon DF US a DRAF Id). 
B. | 

对 于 (8.1.58), 在 计算 过 程 中 ,我 们 可 以 利用 f= FAL foe 
G,— Df. 等 公式 以 衔 化 计算 . 定理 8. 1. 14 的 证 彰 社 程 实际 上 为 
我 们 运用 定理 8. 1.15 一 8. 1.17 提供 了 具体 的 计算 方法 . 

Bii d—19H.o—18,.2] e, A dl — 76, RBCS. 1. 56) 
较为 简便 . IERT FOU IS = FAG =F folds) 308128. 1. 
45)), E 

FC f/19)7—3&. . 

例 2 4—18Hj,o- 12,0058] HL BBB C8. 1. 570. OP Guo f 
18) = Fh =F Ui £F, 6 GRR C8. 1. 4D FF /1 DEF) 
=1, 

FCfin/189=6 * (2/2 ]4+-L1— (— 19°] /2= 320% 21 
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或 3k— 28 2h). 

例 3 d=17 时 ,w=9, 此 时 只 能 用 (8.1.58). RETE 

FG f l7) =F Ghal) — Fs hf Fe Sut fo =F 
Cf Set fu fa) =F fa tin Asa Sn fF Set 
Cfi 7 fadt Pum fo) = 1+((24—-13+1)/2)]+0011—6+1)/2] 
= 10 RGR (3. 1. 4200 X. FOSFORS Le ECÉaf 1D 一 五 
Gf) =2.F fall -FGUs 7D) — FG. f — 0 =F fat As 
一 所) 一 1 十 6 一 7 - 

s FCS a/17)=10 + [4/4] +6420: 001,27 IK R=0515253 (mod 
4) 而 定 . tl 
LAE Staley 55 L8. 22] Z 56 CFL TT PEDE. 另 
外 ,上 文 的 同样 两 位 作者 还 在 1989 年 研究 了 FC) 5g F Ud 
BS Rt FOLIO FOSILDLFUL/LO)SRE LAB T — EX, 
并 指出 了 相应 表示 法 . Aas Ar 2k A A A Fibonacci Spi i3 18 59 
式 . 有 兴趣 的 该 者 可 参看 [8.231]. 
8.1.3 两 个 Fibonacci Nim 
Wi 有 一 堆 模 子 , 甲 、 乙 二 人 轮流 从 中 政子 . RER 他 至 

少 要 到 一 个 ,但 不 淮 取 完全 堆 .. 专 后 每 人 每 次 也 至 少 要 取 一 个 ,但 
不 能 超过 对 方 盎 才 那 次 记 取 数 的 两 倍 . 谁 使 剩余 棋子 数 变 为 0 则 
为 胜 者 . 

象 上 述 这 种 形式 的 对 策 ， 很 早 就 在 中 国 的 民间 游戏 中 流传 ,上 
名 “ 持 法 六 广东 话 称 之 为 “ 翻 捧 ”, 在 十 九 直 纪 末 时 开始 传 入 欧洲 ， 
Nim KERRE T BE TU. Nim. 属 天 一 种 更 广泛 的 暴 加 式 有 
BRAT TRU? BL Nm 本 身 又 有 许多 类 型 和 特殊 的 解法 . 

对 策 1 是 Whinihan1963 年 根据 自然 数 的 下 表示 设计 的 色 261, 
EA BASE. RR ON 不 是 一 个 Fibonacei 数 ,那么 乙 总 无 
法 拿 光 棋子 ,而 只 能 由 甲 拿 光 . 事实 上 , 设 入 的 标准 ,表示 为 N= 
fib bhi k SMRIIMBGnmILGH ftu. gd. 
1.6).f, 2 ARCA RR vfu ，, 故 乙 不 能 取 光 其 子 . 设 
fx GRE F RRA fu Sa tot fu HE 
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N—x-—fdveBÁ then, bee tf, 
也 为 标准 下 表示, AN =fr ,一 x 之 及 o HB. L DSa < 
2Cf, ,—N')«—2r. FRAT RA SPR. 若 和 N 一 + 的 F 表示 中 
只 有 S.-H, OR RETR. 否则 ,NN 一 z 的 下 表示 中 至 少 两 
W. ARE 所 个 后 , 乙 面 对 上 次 同样 的 形势 ,无 法 到 光 棋 子 , 如 此 
继续 ,和 困 棋 子 总 数 有 限 , 故 必 景 后 由 甲 芭 光 棋 子 面 获胜 . 

但 当 棋子 总 数 NM 一 广 六 2, 则 若 乙 是 明智 者 时 甲 必 歼 . 事 实 上 ， 
因 Sa Sane fn- 之 2f._s; 如果 RR reff, Al ZF] RSE TF 
BUT MAR n Foe cia Bt faae SE Fi- 
bonacci 3X. BY GY Fy He eo Rt. 

WRI RAAT. ZZ AREER. 每 人 每 次 可 以 
从 一 淮 中 下 任意 个 或 从 两 堆 中 各 取 问 样 多 个 ， 每 次 至 少 取 一 个 . 谁 
RF AF REA o MAES. 

WOE Eth Wytholf 于 1907 "— 1958 {Æ , Isaacsi* "IpI 

另 一 种 形式 (移动 平 而 上 的 格 点 ) 重 新 发 现 : 1967 4£ Kenyon" 
指出 上 述 西 种 形式 是 等 价 的 ， 并 指出 这 种 游戏 在 中 国 早已 出 现 下 
面 分 析 其 解法 . 

以 数 对 (a,5) (我们 称 为 点 ) 表 每 次 取 过 后 两 堆 英 下 的 棋子 数 ， 
TARA a RRA HRS HERON PRET BR 
不 固定 的 ). 解法 的 基本 思想 与 对 策 I 相信 ,就 是 甲 设法 采取 一 种 
LEN Y E T3 £9 104. 53 3.01 NISL 728.325 3.1 
RF REBT Wythoft 对 (以 下 简称 w Xt). 35 ab 
—0 或 a=5, 则 甲 可 到 光 至 部 棋子 , 否则 ,我 们 证明 甲 有 一 种 取 法 ， 
BE Ca nD EAA vo XE. EE 8.1. 6, 存 在 一 个 加 对 (a.,5.); 使 4 
=a, 或 a 一 九 , 分 下 列 情况 讨论 ，" 

a=b, WY, Rl b> a 5,772. AEREA b AREFE ba 
个 , 刚 得 点 (a, 5.5. 

a=a, 时 . 车 075, WRM B PR PH 56— 5, TIR. A b 
<h, A ban, B AE ba, er LO rn BERE w XE Gao, 
设 k—a,—a., Wl Ca 0) — Ca, 2- E a-3- E T- 7) — Ca. E 6, +h). FER 
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HEERKE RFT. 

现在 乙 面 临 一 个 ww Rt an bn)» WAE EHR, ETE ans 
bn) r Clashin 2) Cau ox bu x) SE RA RS BRI E x 
BEAR SE (0,0), A a w 对 - 于 是 用 又 可 把 它 变 成 (0,0) 或 也 对 .如 
此 继续 ,经 有 限 纱 后 甲 必 胜 


$8.2. F—L 连 分数 


8.2.1 Fibonacci 连 分 数 

上 节 是 自然 数 的 下 表示 ,本 节 实 际 上 是 茶 些 实数 的 fF 一 L X 
孙 { 通 过 连 分 数 》. 

由 Faid Sa = CAA AS, H/F 12 EE iE [63 (1 
可 得 


fea f= 1t+ t+ i ped + (a1). 


lim (far / f) == A+ V5 425. EATEN ED RUB at 

定理 8.2.1 rb ipa... (8. 2. 1) 
A fd 为 其 第 mn 一 1 个 渐 近 分 数 ， 

从 连 分 数理 论 知 , 分 母 不 大 于 六 之 有 理 分 数 中 以 filda E 
接近 r, 故 我 们 利用 Fobenaeci 序列 迅速 找到 了 rf 的 最 佳 渐 近 分 数 . 
我 们 下 面 研究 iSe 通 近 的 方式 和 程度 . 

定理 8. 2. 2 1*. Ful Fui. Fret i Et fal 


了 (8.2. 2) 
2°. dk c B HET PATH HB AB SEDE ENA Trà 
Ie— Faal FLA V S E. (8.2. 3) 


WE 1°. 在 证 明定 理 5.1. 12 的 过 程 中 已 证 . 

2*. & r= (1— 4/5 2/2. HH (Q2. 2.67 Yr 

《一 ] = fiir frf na — fe = Sasi the fee th 9G 
FOF b ths lr faf. mV cA foi / fa). HOB. 


+ . . 
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2. 2888 JF PI FU FL PEA — TE ORR scr 
则 f/f deer -1 = 8 tt i / fer —r= 4 5 4h56 HI 
得 所 证 者 . 

Hurwicz 萤 证 明 任 何 正 无 理 数 的 二 个 连续 渐 近 分 数 中 介 少 
有 一 个 适合 le 一 p/g| 之 1/29* ;三 个 连续 渐 近 分 数 中 至 少 有 一 个 适 
& |a— p/qi ci V 5q',(. 2. 3273 Hurwiez 的 结果 之 具体 化 和 加 
a. 

区 为 ,由 (2. 3. 160 Fe Fe FL eim (fr fo fM 
Fama EE fif. X BENT 9825,27 88 E350 
4248 : 

+ 一 1 十 o DSa (8. 2. 4) 

Mw fa/fa) Ff) = OL, f = LAI 
IY fj -—10-cGC OY RV Ful fF. REA FA RA 
近似 值 : 

r= [IEAa-cCixj/74] (8. 2. 5) 

AXES AT HF 89 Scy AY A OR RRR f/f, on f r 

这 常 可 应 用 一 种 所 谓 “Aitken IMEE”. 对 序列 {zc.} , 作 变 换 

TG = Grace Ar (B. 2.6) 
这 就 是 Aitken 加 速 公式 , 此 公式 右边 舶 分 子 与 二 阶 F 一 L 序列 恒 
435 (2. 3. 16) 一 致 ,这 司 我 们 想到 上 述 变 换 可 能 对 Fibonacci 序列 
产生 一 个 好 的 结果 .事实 上 ,1984 年 ,Philips* ”3 证 明了 

定理 8.2.3 T, Seal FO Fuel. €8. 2. 7) 

证 DE ox mua fL RAG. 2. 6) MAHAR 

Ue raf fefe aM. rt) 

—[OGOL uui — fia fi- V E ELLEN, Fade. 
Fw) 

CHL ana LS ha fu A OH (2. 3.16)) 

—Q-YUgnaa/Ge e. 

M te xem Uaec Fe ena 
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=) r7 GLO CH. 2.179). 

在 上 式 中 以 ater Rin 
Bape En = CYP CPSP 
于 是 (8. 2. 6) 右 边 的 分 母 为 
e II A e IN Fard S nrd arda) 

= fi U aird neta). (I) 
综合 (I);( 1) 即 证 得 (8. 2. 7). 

我 们 还 可 用 变换 T 连续 作用 而 反复 加 速 ,[8, 29] 中 证 明了 
=] Hj 

定理 8. 2.4 T Gal frm Feel Fite (8.2. 8) 

此 公式 容易 和 用 (8. 2.7) 以 归纳 法 证 之 ;证 明 从 赂 . 

Fibonacci FFA OU, DES. BRIERE OH F 一 L 
主 序列 与 它 的 特征 根 的 连 分 数 具 有 类 似 揭 关系 呢 ? Hardy 和 
Wright 3" rp de ES ROSE — RERS AR , 即 

定理 8.2.5 tH asc 0,9 9 (az Cac, co] E FE, a — lact 
Jac)? 3-4c)/2 , CS bac) 


o nnl 1 1 1 po 
L- a=b Fa a 4b ee eli (8. 2. 9) 


2°, 设 Pail Gaa a 的 第 n—1 个 渐 近 分 数 ， 则 


[arz] [4/1] ; 


Peimusafc 2 1 一 te 

A thn s/t pif ei (8. 2. 10) 

证 LES 对 于 2*. H1 g= l= ti g= a= tE, by bu pi 
—ab4- 1—ui/c Ft tnim acu, tH cu. s AHA BHAE. 

HFT (a,b), RAE o> 0 为 无 理 数 ,[2. 40 fI 
L4. 21] 中 已 诞 明 其 连 分 数 为 周期 的 . (RS 0 PEER 
丰 邻 项 之 比 有 何 种 关系 ,目前 尚未 发 现 一 般 结 果 . 
8.2.2 J-M. Fibonacci Ea 

4 75 3E 02.(a,5), 设 其 特征 根 a= (at vA) 和 B= (a 一 


/—A)/2 为 无 理 数 , 且 18| 一 1. 上 一 和 归 中 ,我 们 是 要 求 用 简单 连 分 
RAN a. 本 目 我 们 将 放宽 为 一 般 的 连 分 数 . 这 对 于 用 与 F 一 L 数 
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有 关 的 连 分 数 表示 oCHEIT BET I BR FR FS. 事实 上 ,用 这 种 连 分 
数 一 般 地 还 能 表示 a HR. 首先 , Eisenstein’ 和 于 1984 年 提出 了 
用 Lucas 3t 1. 构 道 一 个 连 分 数 表示 r= / 5 )/2 的 等 的 问题 - 
RAMET 1985 FH Lord ^ Br ER BE T 


o f=)" |b |. 
r=- (8.2.11) 


1988 ££ Shannon Ff Horadam/* 2 研究 了 一 舟 情 况 , 即 用 一 般 二 踊 
F—L fr w, 构造 一 般 连 分 数 ( 即 称 广义 Fibonacci EP YORE a 
ERE. 我 们 下 面 介 绍 他 们 的 结果 ,但 所 用 方法 有 所 不 同 . 
引 理 8.2.1 设 连 分 数 
5, b 5i 
ea 十 一 


ad pap” (8. 2.12) 
的 第 个 汤 近 分 数 为 Ch = 0,1. M oe ER — pa/ qe ,适合 
OP. h-—aipirtbbiiu (8, 2.13) 
qi Agi- gii (8. 2. 14) 
Hi ^ ae. pinat glg: (8. 2.15) 
2*2. ^ fiai Pici CO) yb (8. 2.16) 

[5] pii XO Fa = Pad qa Pail gas 
= €-1 7 bhrbg- (B. 2.17) 

WE. te tan fad ga Pial G-r 

= (—1¥ aby by pf. (8. 2. 18) 


证 ”基本 上 仿照 简单 连 分 数 性 质 之 证 法 . 
1°. 利用 初始 条 御 及 关于 《一 1, 的 归纳 假设 得 


~~ ta 5 5i 
Tei y n rdi 


= Cal pith pf Ca! qu 1 bau i, 
而 aa =ar tida = Caesa T Di iD / aa EZRA ERI 
Trl = Lai Gu bii - bu bore f/f Gi Cag- 十 
bui Hb igi J= Cains Pat bee Pia) / Ga gat berge i >. BP GE. 
2". 由 1° 之 结果 有 


Paqa- Pi- = 


Yasi i fia 
Arfi- T bi 2 Gi-1 
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= —bCfi 19i: — Pr- ia) E 
TE IC E ETE SS ARAE. 2. 16). 
3°. 4f 2" 可 证 . l 
E 8.2.6 BO 5 的 特征 根 a.p], FIRS 2 
€ 0; dim 


w= Aa + up" (A 0), (8. 2. 19) 

e d,—AuC— b», (8. 2. 20) 
若 对 某 个 = 有 d.—0,:.220, Wü 

Ag" = w, -b b u, (8. 2. 21) 

LE 根据 引 理 8. 2. 1 | 的 记号 有 do = a=W, 27 0,5. = — d, k— 

"这 时 

fa = Wifi dafi- (8. 2. 22) 

qa77twaga- i7 duga- is (8. 2. 23) 

而 而 一 ray p;—ul—d,qs1.9 2... (B. 2. 24) 

X Za Td) gages > (8. 2. 25) 

ty Bee = wd gg (8. 2. 26) 


34 <0, WU E (B. 2. 23) 0 (8. 2. 24) 可 得 qu770 (80,1, 7). 
于 是 由 《8. 2. 25) 和 (8. 2. 26) 得 
< 
E de np AD ke ool lim Al limra HRE, E BEER ICE r Ma Z 
[Bj FENKA Imfez) =0, 由 此 推出 
lim ( —d,*/414,. =0. 

AA. BB =le— V A1/2«1 知 必 有 a0. BM [ol 
dE 58 16|= Jat + 1811. 8 5€ Z Re B HEM IE F 
是 a> 0,a— (5/8|7»1. XH dda! + uf 0381 u—0. 

再 由 (8. 2. 23) du WG-1 ge 1 0, FEL 

|o — ea I dE / qigi 0-090), 
故 知 ks oo hf imr = FE. 也 就 是 说 , (8. 2. DRL EAN 
AT & 因而 适合 
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&—w,.—-d,/€, 
Bp O=8 —w,E--d, = (Aa) (E~ ah). 
一 Am 或 adm. 
但 Ev 02 pf iui b= 好 .定理 得 证 . 
Shannon 和 Horadam 实际 上 只 推广 了 (8. 2. 13225 a WHR 
情况 . 下 面 我 们 补充 一 个 结果 ， 在 此 基础 上 可 进一步 准 | 上 述 两 人 
的 结果 . 
， 定理 8.2.7 在 定理 8.2.6 RET d. 0,70, H Ad 
a. 则 58. 2. 210 3L. 
证 由 (8. 2. 22) C8. 2. 2420, REA (pds dq) SERA (289, , — 
d,) ARRA b= Ae" ,8— fn ,由 已 知 条 件 可 知 0,070, 28 0720 
I Go, — d. EFA 2238 a= (G* -00/(—0 TÉ 
Bie Pita Pod usc (G* 2-864-0 Jur (8+ 80-1 
Ga Gils — God tea | = (8+ Pay — Blin- 
Vt ecol w/a = (8 — 0) / (71 y [8-0 + COEF Y [1 
— (9/21 1-0 ol 
pi/qio LOOT 8), /1 — irt pas Lore 8) us i 
一 60] B 
[GF 382-6 53— (83-6288]/L (34-0)8— -80 一 à. 
此 即 (8. 2. 21) 成 立 . 
当 d= 6 Bt a, SAO" ay) = CR 1287 *, keon D A taf tki 
一 8, 因 而 也 有 pr/qr*6, 玫 (8. 2. 21) 也 成 立 ， 
[ 注 ] 实 际 上 ,上 述 两 定理 的 条 件 可 统一 归 销 并 故 窗 为 audet 
0, [Au^ S | a L5 FAR SOR as 8 HRM. 修改 后 的 定理 可 统 
一 采用 后 一 定理 的 证 法 证 明之 . 
现在 我 们 向 过 头 来 看 58, 2. 120. =e. AS p—1. d, 
(DA 2 为 奇数 时 d, «0, EAE RETE 8.&1 的 条 人 性 .2 AB ue 
>O o> BE ESE 8.2. 7 6] E. ACS. 2. 1228 3L. 
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$8.3 F—L XX dr A BRR - 


8.3.1 Bara eA 

从 前 两 节 知 道 ,一 些 实数 能 够 用 F 一 L 整数 表示 ,那么 ,一 个 
相反 的 问题 ,怎样 使 F 一 L 整数 本 身 更 往 单 表示 出 来 ;就 自然 地 出 
现 了 . 这 全 问题 颖 有 理论 意义 ,又 有 实际 意义 . 比如 ,对 于 Fibonac- 
cii he G^ —79/ V 5 ret V 5)/2, BUT ELA EY VS 
«Q0. 5, .. Ts : 

=[r/ v5 十 0,.5]， (8. 3.1): 

即 要 计算 六 M riS 后 再 4 会 5 入 .这 种 方法 已 有 人 用 
于 计算 机 程序 中 1. 1982 46, Spkerman 4T fF" E 00,1, 
D.,.fi?»-o,fí?—fi' =1 ,证 明了 
A De /dp 6)+05] - (8. 3. 2) 


其 中 — [irs vss V1s—s J+) /* | 

1990 Œ , Capocelli 和 Cull" 79 LEARE FIT feoda, 
S. S80, fi? =1, fP =V G=, k DREIE. f TUE 
明了 

定理 8.3,1 设 a 为 gr) 一 一 x 一 一 zz 一 1 DE 
EZE, MIF nekt? A i 

FP =U Ca— 1) /CR+1)a— 28) +0. 5]. - (8. 3. 3) 

. 我 们 先 证 明 荐 干 引 理 ; POS EBERT EE He 同时 地 对 f^ 
及 其 特征 根 的 性 质 作 一 了 了 解 . . 

引 理 8. 3.1 glx) 有 唯一 正 根 二 a 适合 


2—2 a 2 *， , . (D) 
其 余 的 根 mt 一 2 IE 

1/ 3 « «| «1 . (1) 
MAT 2) eG — SUR 12709 a, TEE . 

—1+2/BA «a —1l4M2/h 5 06 . CM) 
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证 eC <0, AE ga) = (G**—2z -D/G-—10D- 
pM G-—10» Ago) 5-26 BR 1 以 外 根 完 全 相同 , 由 gedip 
(x), 
po) = 1 eI. REE JL TE EE Lg Cx) PE— ER o 
=m 


pl2—2)*) = — 241-2 *Y+1<0 


及 © PR- ——(0—2 77 +10. BCID. 
对 其 他 根 m* 我 们 有 
t= |g | [a ]* — [a 11 — -- — Jai] — 1. 
p 0— [$C |zz2]|a.|*— fa;|*** —1. 


BR ogtlabse 及 CoD-CGoael—0DzgCaDzo. 
WETA g a= Be lalc E e C[a D — 0, BO A da | =o BTE 
a,—aB. B 为 单位 模 的 复数 .但 由 

R= CagY t +---+ Cof) 3-1 
可 得 a^ ah ! B1 Mee bag I psd 4 tat 1, SR A 
等 号 成 立 , 而 这 只 有 A=1 才 可 达到 ,于 是 =a, RABE. 所 以 
lel 0| 
另 一 方 而 ,考察 ptx) 的 互 倒 多 项 式 hz) 二 zf 一 2x 十 1, 它 与 
PORRA. E En 01 ERG —0. WE [2] * 1 一 2| 二 
1, 由 此 推出 | 一 2 | 1, ET EHI [251 3, BB [ns EZ 4/3 . Ae Mt 
la] 18 |o|71/ 3 BERI CY D. 

”最 后 ; 当 2 RRRA go) PET EORR, 位 于 区 间 ( 一 1， 
0) 中 ,上 且 在 曲线 ?一 过 和 ?一 1702 一 2) 的 交点 上 . 全 为 在 此 区 林内 
zi 所 以 大 增 大 时 交点 将 左 移 , 亦 即 a Mk SIKH Rim 
小 . a, 之 下 界 可 应 用 Newton 法 于 g(tz) 而 得 到 ;上 界 可 由 p( 一 1 十 
2/k) 7-0 得 到 ,证 毕 . 

引 理 8.3.2 对 每 个 a, 2x: je [ Gr 0/2] A o; 28 HERO IT 
于 上 兴 复 平面 由, 则 有 
2€;9— Dz/Earg(as2(j— Da/COG — 1). 
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证 Oe BACH — ertl 的 一 个 虚 根 xs (coset 
ising), H Ah Gn —0 得 
f *icosC&--1)g— 2pcosq1-1—0, 
及 p "sin t+ 1)9— 2psing- 0. 
MARIE 得 
2** sin'he —sin**! C&-- 129 0. 
304588 2C; Drk RI 2G—1Dz/O— DEI. ERAU TAD 
3 «o 和 这 0, 故 必 p 位 于 某 个 区 知 [2G 一 Dn/R 20 一 1)r/《k 一 
1)] 之 内 . 再 考虑 r SHR. AS afz) 之 根 的 幅 角 的 性 质 ， 
5| SE BH E. 
aj 8.3.3. f = SY «705 D/C + De, — 2). 
(8. 3. 4) 
证 ”我 们 按 公式 (1. 6. 8) 证 明 . 首先 ,f 中 之 特征 多 项 式 g) 
= UG / G— 15 Ul 
g CI)= GOor—l)—-pQOMG-—1», 
M gla al ((-1)a; — 24) / (a, — 1. 
其 次 , 依 (1. 5, 3) ,f 中 之 初始 多 项 式 为 
Ueland) =04 2? 41-9) 2* 24+ 1 —1—-0)a* 十 (2 一 1 一 1 一 
Oat * 4-62 3—255——2$*$—2—1—1—0)—z*^*, 
Ula) a7. 以 上 述 结 果 代 入 (1.6. 8) 即 证 . 
下 面 我 们 研究 AE 与 68. 3. OFS 同一 “的 项 之 间 的 差 的 性 
m. 记 
e= (a,—-1)/CCA+ 1) a,— 24), 
e, = fP gag = AP — cot = SY eae (3.5 
引 理 8.3.4 Fes PRR 2-1 个 项 局 号 . 
证 Hp eC = Cr a le 十 (a 一 Dw 十 (一 8 一 1)zx" :十 
a —ga—1)] 
及 gla) 一 0 51.3 aa, =a if 
B+ Ca~ Vat - (a? — a— 1) di ee Gf! — ah — e 
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—a—15»-—0. 
上 上 式 可 改写 为 矩阵 形式 , 令 
B= a e a 1) 
A'-—(1 a—1 amasi ht oF a1), 
则 有 A'B,—0 (2x5 js. 
Bw D = (lsti Satine Uo € €» 
则 D = »y UB, 
于 是 ADs, ce AB, = 0, 
BD Cantar tla Tessa e n H Gh 1 ah Fe — a 130,20. 
由 引 理 8. 3. 1 RUE AR 1, a— 1, gatt mat? — —a—l A 
ERER TE eet1，"… ers-! 不 可 能 全 部 问号 ， 
引 于 8. 3.5 (e&t 
. Ent y= 26. — 6, i (8. 3. 6) 
WE MCS. 3. 5) (e. € Cg CD CE 
Cnty 5 Ep eva do t neca = En T Gua enm beg + 
Ent) — Eui = Ze Cp de . 
g[38 8.3.6 车 ls,1 守 1/2, 则 对 某 个 27k, le. | 7271/2. 
证 车 6 与 2&1 异 导 ,; 则 由 (8. 3. 6)， 
€i = Den€nt1 ent ila ner Os 
因此 eat en R8 TR EMEA 
—2le.l * lead lead > le-—,1770, 
a [ena 727 21e,1771/2. 
E en esu fp] Je, | 71/2, WI SUE. BM Le a (1/72. 
而 由 
Eaa = 2e, — ea a = Sgn (eZ len | — le, D 
得 —1/2x;2|e.1— lens: |1/2; 
于 是 lea | 2&2 le, | —1/227172. 
车 £15] ev FS » WE ALTER lea |271/2. 车 Cnt €x 
EB, EX BB lel: [2z1/2. 如 此 继续 ,由 引 理 8.3. 4. XE e. 
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Eats sept et 中 必 有 两 相 邻 项 异 号 者 ,因而 在 lesa l > lez xe; | LEE] 
lea FAA 1/2 者 ,证 毕 . 
引 理 8. 3.7 XJ T —E--2xi«1 FA lel «1/2. 
证 ”由 递归 关系 及 初始 条 件 可 道 推 得 Dum 
号 一 0. MCS. 3.5)， 
eo™=— ca t se rm 一 人 一 人 
or 人 je 人 es 
WE ELS WE [es URL le, 17172 即 可 . les E1/2 等 价 于 
(k4-D)a(2—a) «2. ) 
由 引 理 8. 3.1,2— a2! *. li Ex EX 
«(b4-1)a/2571«72(k--1)/2*7 1. 
因而 PEGE HLK? BERT. 但 此 式 对 A203 成 立 ,从 而 le E172 
成 立 , k= 2 AD] ARE jeo | 1/2 也 成 立 . 
Fiercest ent, Me 必 为 正 , 于 是 |e| 过 1/2 等 
价 于 


一 ad 
， 


1— (a—1)/CG-- 12a—21) 1/2. 
亦 即 a2G--/G—1) HF a<2, 此 不 等 式 显 然 成 立 , TE, 
EM 8.3. 1 Ea: RSE BH XJ — D] zz 07452, Le, [20.5 Bf 
可 . : - - 
引 理 8. 3.7 BERR e+ 2m REAL. Ele «0 5.3 
ARS lel z0. 5, d 8| 8. 3.6, FE 25 is i dii e, (000.5, R 
1>2-i2—kt+ 2, KIB. 仿 此 可 用 归纳 法 完成 证 明 . 
8.3.2 SAA. SBE i 
RESE, g HH C2. 2.67 08848. 
fam faifai) /2. 
FSB UA My ZZN:C 


M5 fi- 1« v Bft FACT 5 fils 
于 是 f+ 45$2/2-0. 8 faa Si v S /2--9. 5, 
BIS r= 0-75)/2:izz2.4 o 
+ 895 « 


Sar= Deh +0. 5]: (8. 3. T) 
X I8 UA BO & I — BB RAR T Be eR. RUE 


函数 r(2) 一 [tn 二 0.5]， €8. 3. 8) 
WEEP ARRABA EANA r ARER, 
fa furor f=) ieee. (8. 3. 9) 
由 此 我 们 还 得 到 一 个 有 赵 的 等 式 
Ce(eAto. 5]4-0. 5) — Er f.4-0. 512- f (8. 3. 10) 


1991 年 ,Kimbetrlingt 5 针对 上 式 提 出 了 一 个 推广 性 的 问题 
对 于 给 定 的 哪些 整数 ,5, 存 在 实数 人 ,使 得 
Eat 4-0. 5] 2-0. 5 一 a[xt 十 0.5] 十 8 |o (878.1D 
对 一 切 整数 nze1 成 立 ? 若 存 在 ,是 否 叭 一 ? 接著 ,他 解决 了 这 一 问 
题 - 下 面 介绍 他 的 解法 ,在 讨 抢 中 我 们 重 假 定 a,6 HEPER, A= 
a! -AbZz0, a= lat V A)/2, B5 (a— V A/2.. 
引 理 8. 3.8 |gi-1esl5— 11 lal IBl —16 [5—11-7 lal. 
(8, 3. 12) 

证 «| Sl<lea—2 ya! -:45x:a--2. 

显然 ae—2. Hore MH, ERS HF 
» a+ 4ad- A&za'J- Absz;a! H- 4a -4. 
OR HA -axi ga HRH [Pl = 1 SS pr. mmm M 
a= ii ht, RE bS) H VIHASE 8-—1«5— 1x1. t 
为 所 需 证 者 . 当 a= — 2, R= l=. KEE C8. 3. 
12). TE. um 

引 理 8. 3. 9 $l- tetas. 3. UDA Fa A Ub n> 
1 成 立 . 

证 此 时 有 |18|<<1. d sre. 5 一 ed 5. 则 js 一 0. 5| 
«0. 5«1/(GV 8 D. 此 式 可 改写 为 0<< 一 0. 58+ fs--0. 5<<1. 利用 
ap= —b 得 

Q« — afn— 0. 58+ Bs4- 0. 5— Enl, 

gp 0«7— plant 0. 5—5) --0. 5—n«1, 

BA O«zCa— a) [ant 0. 5]2-075— bnc, 
+ 896 « 


aril O<alon+0, 5] 十 0. 5 一 a[an 十 0. 5]—én<l, 
此 即 所 需 证 者 . 

定理 8.3.2 车 15 一 1 之 lel， m m 使 (8. 3. 11) Xt 
一 切 al RU BRS bas 

Kimberling 在 证 此 定理 时 增加 了 一 条 关于 e 的 连 分 数 性 质 的 
引 理 ,把 证 明 复 杂 化 了 ,而 且 似 有 不 妥 之 处 ,我 们 采用 如 下 简单 证 
法 . . 

证 ”只 需 证 唯一 性 . i t EA C. s. 10. 记 s ngo 5— [nt 
十 0. 5]; 则 C8.3.11) 化 为 

OE n+ 0. 5-5} 7-0. 5—alnf HO 5—s)— bn 1, 
Ep OxCCE— a0£—b)nd- CE —a) (0. 5—324-0. 5 «T. CI) 
E (E—aM Eb] 二 ce 时 土 述 不 等 式 不 成 立 , 这 与 (8. 3. 1008 
H nS MUL NR RAB. 他 一 < 站 一 ua E RE Eu 
of —b, Bk Coe DEW e B LUE t= HAEA 
—0. 5«z(Gs— 0. 8)a«0. 5, MEM 
iu ««0.S/|s-0. Sl... . CI) 
VABEASRDNI C= p 为 无 理 数 . 4 nB— [nf ]=2,. 任 取 0. 5c 
l, ,可知 为 {zx} 的 报 限 点 (参见 [2. 49], P. 289). A Osce —9. 5, 
WEE na, 使 0. 5<< 一 e<z<t 十 e, 此 时 可 得 s—x—0 5.4 d 
0. 5, ll &—- 0.2.70. 5. ARG :一 0; 于 是 由 ( 1) 得 etl 这 就 引出 
[o1 «1 的 了 矛盾. Bea poa. 
338 8.3.3 对 任 一 个 mnEZ+ ,构造 序列 fru} 如 下 ， 
£0, =n w [ew tO. 5] 1), (8, 3, 13) 
WY BL [5—1 | lala 2, 8€ Z M XE— UI n € ZH 
Whee TOU do Du Cz 1). 

证 WAE S8 16— 1| a 时 ,出 定理 8. 3. 2, (8. 3. 11031 =a 
Al~ I n€ Z^ BAL TR BD co; aw, pow, 成 立 . ACS. 3. 132 知 n, 
Z* (kzz 3) , INC ECS. 3. HYPE un f n 18 wmr = Lart. 5] 
= Att d- btt. 

当 a,PEZ HE, (8. 3. 132 9341 — 9] 2d 有 ima 
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TE 101.277 Q1 bey mu Grp wa afen 
= Cur à — 8 3) — Bis 77 0) 7:0, 

故 结论 也 成 立 . 

必要 性 . 若 18 一 1| > lal, A a, FEZ, M ey FB 8. 3.8, 18171. 
而 由 “ i 

Tiz = aw bby = (a+ Are, — afan 
得 Wite — QU; = Bw, — wa) , 
TF w ot = E Gu, — à). AB Ae FERT wear, 由 此 
| wei — euni 7000 (ko) lr A FESPA CB. 8. 13 LS CS 
盾 . 故 证 . 

[ 注 ] 上 述 定理 是 对 Kimberling 的 结果 的 修正 ,他 忽略 了 a«,P 
€2 的 情况 . 

同一 年 ,Kimberling 在 另 一 文献 中 二 中 把 类 似 的 结果 推广 到 
了 高 险情 形 ,我 们 即将 在 下 一 目 介 绍 ， 
8.3.3 Stolarsky $ RE 

我 们 已 经 知道 全 体 Wythoti 对 中 us ce tt $e Tt 
集 . 1977 4; Stolarsky RH T-TREE, AMT OC, 
DP BSEROR NAT Dl RR at Z*. FE SFE TR 


时 如 下 所 示 E 
1 2 3 5 8 13 21 


4 6 10 16 26 42 068 ^ 
7 tl 18 29 47 75 31423 
'9 15 24 39 63 102 165 
12 19 31 50 B1 131 212 
i4 23 37 60 9% 157 254 
i17 28 45 78 118 191 3309 


LIE SRM RB i 4138.) PUTCO IEA SG D G,21,2, ME 
数 阵 的 构成 规则 是 : 
1.30157) 9 fi Fibonacci Sy 
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2. i221 AY s G. DAER NA 2— 1 行 中 来 曾 出 现 过 的 最 小 
ERR, m 
sg FQ =s jts) s jl. 
实际 上 ;就 是 
eG. jo 1 = [rstiy j)2-0.5].;291, r— (12- V5 )/2. 
这 一 发 更， 引起 了 一 些 人 的 兴趣 此 301-08. 27], [8.281-- 55. 43). Stolarky 
的 结果 ,首先 被 推广 到 一 般 的 二 阶 P-L 序列 ,而 1991 4E X. 35 
Kimberling h 3& SA WE Dr t8 7E. ER POA RH BRB 
个 重要 工具 . RTF AeA Kimberling HAR. 
一 个 正 整 数 的 数 阵 sG, D Cl, f= 152, 9g Stolarsky 
数 阵 (更 详细 地 ,一 个 Cars" aD Stolarsky $5 BED ;如 果 
1*. 每 个 正 整 数 在 此 数 阵 中 栓 出 现 一 次 ; 
2°. 存在 整数 a (T7 UR ;0 ,下 之 2 ,舍得 对 一 切 i=l „jl 有 
opponat Foe D Tw tanis JED tasli). 
(8. 3. 14D 
下 面 是 一 个 三 = Wr Stolarsky 数 阵 ， 它 的 每 一 行 都 是 8G.I2.D 
中 的 序列 , 值得 注意 的 是 , 它 的 第 一 行 不 是 (3,2,1) 中 主 序列 0, 
0,1,3,11,… 去 掉 前 面 两 个 零 得 到 的 . 实际 上 ,其 血行 均 是 按 公式 
5G; jd 1) — [asG, j) -F0. 5] 得 到 的 ,其 中 a= 3. 62736508471183 
e 为 x?—3a! — 2x — 1 的 主 实 根 . > 
4 15 54 196 731 2579 9355 
7 25 91. 380 1197 4342» 15750 
11 40 145 526 1908 6921 25105 ++ 
65 236 856 3105 11263 40855 «e 
22 80 290 .1052 3816 '13842 50210 
29 105 381 1382 5013 18184 ‘65960 ~: 


= Oo c th ww bà yoe 
mL 
o 


引 理 8. 3. 410 Æ a7 1m. n € Z* mn. Wl lemt 0. 5] «Cm 
+0. 5:]. 
. 证 - BBA min l, A] emn acan] lemta. 5] 
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SaL an--1-r0. 5 ]« [en 0. 5]. 
50 8.3.11 i$ fGD-—2—azt!—-—acH— XX o 
LEE 2€2*.4 gin) —[an--0. 5 25 
BO nd Sarge Gd be ag! Ga) fag" ian) 
(8. 3.15) 
XL—9]n€Z* RK m=0 lr, MAM nc Z^ 及 m> fg 
3r. 
-WE äg GO aug te aglan) tan BH ne Zt 
成 立时 ,以 g GO RE PA n BFS CS: 3. 15). HE. 
引 理 8.3.12 . 在 引 理 8. 3. 11 的 条 件 下 , 记 
n = leg! (n) -0. 5} 
一 ag (n)-F0.5—[lag" ! (2-0. 5], : 
则 gin) = ain + G — )/GGQ — 10 一 Sree 
证 gOoD-—a10.5—r,,8 :—1 RRRA. A gD = 
ag'(a)+0.5—r-1 A) PARES. — 
定理 8. 3.4 在 引 理 .8. 3. 12 的 条 和 件 下 , 令 
M= {a t Haal) Lale ra /a— rz Cantar, 
e) fab ra 十: 十 


ag oa —r, (8. 3. 16) 
SERRE (SG. DMF: | 
1. ss1}=1, (1, p= Lajt. 5] Geb, — (8.3.17) 


2*. £91 Bas DARE sp) ORI 1: 4217 HAE 

JER ;而 
sG j+1)=[asti,f)-+0. 5] (722). (8. 3. 18) 
ij (53,2) 39 Stolarsky 数 阵 之 充 要 条 件 是 1M | «1. 

证 由 {si 让) 之 物 成 法 知 ,每 个 mnE2+ 必 在 其 中 出 现 . 今 证 
每 个 不 重复 出 现 . 首先 由 引 理 8. 3. 10, 数 阵 中 每 行 单调 增加 . 又 
每 行 的 第 一 数 sG, 1) 不 在 前 面 的 行 出 现 : AM MH eii, 
必 在 在 1 .4BsG.D GOD sG, jt. H HEA f (asco, p+ 
0. 5]« [as 12--0. 5 ]« bast jt 13-70. 51, st i+1) «8G 2) 
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«GG, j4-2) EE sG. 37 不 在 前 夯 任 一 行 中 出 现 . EE 
HP se, OPM. 

XE, iG ))) 28 Stolarsky XY BE > TE EH (FRE RE C8. 3. 15034 
任何 n€ Z* X mzz0 成 立 了 .而 依 引 理 8.3. 11, RE m= 成 立 
Bp n]. RNA 

g'G) 一 SY ag iG) 


= en + (à — D/QG( — 19) — S, rot! — 

Deal dn e G6 — 1 QGG — D) — re) 
=pnf 0+ la a *—1)—- —a, 4 (a— 
| 1»/GCGa— 1) —n G^! — aat *— o 24-147 G1) — ri 


Ca 5— adf 3 — oe a — fa. 
利用 £600 B3: Sp EXE 4r DRILL EE TRARY 
M. 上 式 左 边 为 一 整数 , 故 右边 亦 热 . (8. 3. 15) RUS PEERS 
M —0, PERII F 1M] 213. 证 毕 . 
HERRAT TF tL SHS YP eR. 
推论 1 - Bassa: AER a 40), c 
al +a: ea. (8. 3. 19) 
Wl ísG, 7) } 29 Stolarsky 3 EF. 104 
` HE foD Ssa aae a, h BE xa 18 
fFG3220, fla ORK S O ES OIA a, coca t. FE 
vM SÉ Er tai) aAa Da — 1) » 1. 
ME (8. 3. 16) ft ni Ia £01, 588 
M =— late Ta, — 19/62 la —1)) + euet ah 
64-10) č 4-6, a don sane tara fat Me, - 
>a ta -71)/Gta — 1021. APSE. 
由 推论 1.9] DE ech FE fof CR 2) BERI. Stolarsky MRE? (83K 
ft (8. 3. 19? 并 非 必要 的 , 下 面 两 个 推论 说 明了 这 种 情况 ， 
推论 4 Ba p)xa—zt)—.-—x—10258 3x 
UE free Gen D BG m aft a ah oe n OR MERE TR 
+ dot i 


AEREE GG J) Stolarsky SERE. 
证 实际 上 fry Ha 2244-1, aanl ARB 
a= 0. EUR 
M = raiter laina Tae/c—-- 
— 7, Cai. Haat e dra 1 )/ d — ru 
—— nad: D Und «a y id m 
di M>—1 PRA. 故 证 . 
推论 3 1 po =r cea eae 有 一 主 实 根 a 适合 
asl costes (1 — a!) ey eg tee Hl —a!), 
WA f(a)— G@—Dplad=2*— a2" —az! —aiz—a, 为 特征 多 项 
LR ES HCE (5G. 129 Stolarsky HRP. 
证 ay =e. + 1a 023—046. 
=r ta ut rte tates — 62 )/ ad | 
Tra Gy raa — 6-1 6) /d* — r,. 
TUS DOART Anon COR ROSE A o1; 
d M «ouf ad-GaOd-a(ee—6,2) / ad + Co, baler cs) 
cé Ce, 792)/d — re 
= (ee? 2- ca - 0,2 / 6 —r,-1—r X1. 
MM>—1 eB, RE. 
对 于 上 =2, 由 于 定理 8.3. 3, 我 们 有 E 
定理 8.3.5 B fnn-a'—ar—b(,b 为 非 堆 整数) 有 实 要 
aß Eg 1a 1, WR o 和 f GO BB AE GG, 办 )} Sto- 
larsky 数 阵 . 
Kimberling-9f T BEET Stolarsky Sx BE, 
E SU ITA DC GO GP = 205 B BS PERI MR i OCF Ce) 
BO FF WS T AD DG) Gra DFR, B. ged (FG) g G2) 
L1? 
oe We REAM SIRS WS PE I SOA ghd 
Aly & Lec dg FA A LST. 这 个 问题 的 解决 有 待 对 Steo- 
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